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Enoncés 1

Endomorphismes des espaces
euclidiens

Matrices orthogonales

Exercice 1 [o02744] [Correction]
Soit A € O,(R). On suppose que 1 n’est pas valeur propre de A.
a) Etudier la convergence de
1

—— I, + A+ -+ AP)

p+1
lorsque p — +o0.
b) La suite (AP),en est-elle convergente ?

Exercice 2 [03141] [Correction]
Déterminer les matrices de O, (R) dont tous les coefficients sont positifs ou nuls.

Exercice 3 [00341] [Correction]

Soit A € M,,(R) inversible. En interprétant A comme la matrice de passage entre
une base orthonormée d’un espace euclidien et une autre base de cet espace et en
orthonormalisant cette derniére, établir qu’il existe deux matrices @ € O, (R) et
R € T;f (R) telles que A = QR.

Exercice 4 [02746] [Correction]
Soit J la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients sont égaux a 1.
Quelles sont les A de O, (R) telles que J + A soit inversible ?

Exercice 5 [o02749] [Correction]
[Transformation de Cayley]
a) Si A est une matrice antisymétrique réelle, que peut-on dire des valeurs propres
complexes de A7
b) Soit
p:Ac A(R) — (I, — A) (I, + A)~*

Montrer que ¢ réalise une bijection de A, (R) sur

{2 On(R)/ -1 ¢ Sp(2)}

Exercice 6 [03610] [Correction]

Soit n € N*. Si M € M,,(R), on dira que M a la propriété (P) si, et seulement si,
il existe une matrice U € M,,+1(R) telle que M soit la sous-matrice de U obtenue
en supprimant les derniéres ligne et colonne de U et que U soit une matrice
orthogonale, soit encore si, et seulement si, il existe aq,...,as,1+1 € R tels que

Q2n+1
U= M € 0n1(R)
Op42
Q1 0 QG Qpgd
a) Ici
A1 (0)
M = .

(0) An

est une matrice diagonale. Déterminer une condition nécessaire et suffisante
portant sur les \; pour que M ait la propriété (P).

b) Ici M € S, (R). Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que M
ait la propriété (P).

¢) Si M € GL,(R), montrer qu'il existe U € O, (R) et S € S, (R) telles que
M=US.

On admettra qu’une telle décomposition existe encore si M n’est pas inversible.
d) Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que M € M,,(R)
quelconque ait la propriété (P).

Cette condition portera sur ‘M M.

e) Montrer le résultat admis dans la question c).

Enoncé fourni par le CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA

Isométries vectorielles

Exercice 7 [00345] [Correction]
Soient f € O(E) et V un sous-espace vectoriel de E.
Montrer que :

V est stable pour f si, et seulement si, V1 Dest

Exercice 8 [02730] [Correction]
Soit E un espace euclidien. Quels sont les endomorphismes de F tels que pour
tout sous-espace vectoriel V' de E

fVH c(fv))t?
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Exercice 9 [o0342] [Correction]
Soit f € O(F) diagonalisable. Montrer que f est une symétrie.

Exercice 10 [ 03082 ] [Correction]
Soient E un espace euclidien et f : E — E une application linéaire vérifiant

Vo,y € B, (x]y) =0= (f(z) [ f(y)) =0

a) Calculer (u + v | u — v) pour u,v vecteurs unitaires.
b) Etablir qu’il existe & € RT vérifiant

Ve B, | f(2)]| = alz|

c¢) Conclure qu'il existe g € O(FE) vérifiant f = a.g

Exercice 11 [o3075] [Correction]
Soient E un espace euclidien et f une application de F vers E vérifiant

f(0) =0et Vo,y € B, [|f(z) = f()ll = [z =yl

a) Montrer que
Ve B, ||f(2)] = [z

b) Etablir
Ve € E, f(—x) = —f(x)
¢) Etablir que
Vz,y € B, (f(2) | f(y) = (2 |y)

d) Soit B = (ey,...,e,) une base orthonormée de E. Justifier que

n

Vo € B, f(x) =Y (ex | 7) f(ex)

k=1

e) En déduire que f est un automorphisme orthogonal de E.

Exercice 12 [o02740] [Correction]

Dans un espace euclidien F, soit f € L(E). Montrer que deux des trois propriétés
suivantes entrainent la troisieme :

(i) f est une isométrie vectorielle;

(i) 2 = —1d;

(iii) f(x) est orthogonal & = pour tout z.

Exercice 13 [o02731] [Correction)]
Soit n € N*. On note M Despace vectoriel réel M,,(R). On pose

¢:(A,B) e M* — t1'AB

a) Montrer que ¢ est un produit scalaire.
b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur 2 € M pour que M — QM
soit p-orthogonale.

Exercice 14 [o03076] [Correction]

Soit (E, (,)) un espace euclidien.

Pour ¢ € O(E), on note M (¢) =Im(p —Idg) et F(p) = ker(p — Idg).

Si u € F\ {0}, s, désigne la symétrie orthogonale par rapport & ’hyperplan u*.
a) Soit p € O(E). Montrer que M (p) &+ F(p) = E.

b) Si (uq,...,ux) est libre, montrer :

M(Sy, © -0 8y,) = Vect(uy,...,ux)

c¢) On suppose (u1,...,uy) libre. Soient vy,...,v; € E\ {0} tels que

Suy O+ 08y, = Sy, O+ 0 8y,

Montrer que (v1,...,v;) est libre.

Exercice 15 [o2748] [Correction]
On note (. | .) le produit scalaire canonique de R™. Pour toute famille
u=(u1,...,up) € (R™)? on pose

My = ((ui | 4))1¢; j<p

a) Montrer que la famille (uq,...u,) est libre si, et seulement si, M, est inversible.
b) On suppose qu'il existe u = (u1,...,up) et v = (v1,...,vp) telles que M, = M,.
Montrer qu'’il existe f € O(R"™) telle que f(u;) = f(v;) pour tout i.

Exercice 16 [02554] [Correction]
Soit « un automorphisme orthogonal de E euclidien et v = u — Idg.

a) Montrer que kerv = (Imv)*.

b) Soit
1 n—1
_ 1 k
=13
k=0

Montrer que (u,(x)), oy converge, pour tout vecteur x, vers le projeté orthogonal
de = sur kerwv.
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Exercice 17 [03379] [Correction]
Soit u un automorphisme orthogonal d’un espace euclidien E de dimension n.
a) On pose v = u — Id. Montrer

kerv = (Imov)~+

b) Soit « € E. Justifier l'existence de (z1,y) € kerv x E tel que
x=x1+v(y)

Montrer
1= 1
N 2 Uk(x) =z + ﬁ(“N(y) =)

¢) On note p la projection orthogonale sur ker v. Montrer

N-1

p) — 2 S uh(a)

k=0

Vo € E, lim =0

N—+o00

Exercice 18 [o03743] [Correction]

D, ¢ sont deux entiers strictement positifs. A, B deux matrices de My, 4(R) telles
que *AA ='BB.

a) Comparer ker A et ker B.

b) Soit f (respectivement g) I'application linéaire de R? dans R? de matrice A
(respectivement B) dans les bases canoniques de R? et RP. On munit R? de sa
structure euclidienne canonique. Montrer que

Vo € R (f(z), f(y)) = (9(x), 9(y))

¢) Soient (g1,...,&.) et (g],...,e}) deux bases d'un espace euclidien F' de
dimension r vérifiant

V(i,j) € {1,...,r}%, (i) = <€;,£;->
Montrer qu’il existe une application orthogonale s de F telle que
Vie{l,...,r},s(e;) =€

d) Montrer qu’il existe U € O,(R) tel que A =UB.
Enoncé fourni par le concours CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA

Exercice 19 |[o03741] [Correction)]
Soit E un espace euclidien ; on note O(E) le groupe des endomorphismes
orthogonaux de F et on définit I’ensemble

I'={ue L(E)/Vz € E, |lu(z)]| < |z}

a) Montrer que I" est une partie convexe de L(E) qui contient O(FE).
b) Soit u € T tel qu’il existe (f, g) € ['? vérifiant

f#getu=5(f+g)

N |

Montrer que u ¢ O(E).

¢) Soit v un automorphisme de F; montrer qu’il existe p € O(E) et s un
endomorphisme autoadjoint positif de F tels que v = p o s.

On admet que ce résultat reste valable si on ne suppose plus v bijectif.
d) Soit v € T" qui n’est pas un endomorphisme orthogonal.

Montrer qu’il existe (f,g) € I'? tels que

(f+9)

N

f#getu=

e) Démontrer le résultat admis & la question c).
Enoncé fourni par le concours CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA

Isométries de ’espace de dimension 3

Exercice 20 [o1610] [Correction]
Soit F un espace vectoriel euclidien orienté muni d’une base orthonormale directe
B = (i,j,k). Soit f € L(FE) dont la matrice dans B est

1 2 2 1
A= 3 1 -2 2
2 -1 =2

Etudier f.

Exercice 21 [o1611] [Correction]
Soit E un espace vectoriel euclidien orienté muni d’une base orthonormée directe

B=(i,j,k).

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 10 aofit 2015

Enoncés 4

Soit f € L(E) dont la matrice dans la base B est

)
V2 0

1 V2
a) Former une base orthonormée directe B’ = (u, v, w) telle que

v,weP:x+2=0.
b) Former la matrice de f dans B’ et reconnaitre f.

1
1
— _\/i
1

Exercice 22 [o1612] [Correction]

E désigne un espace vectoriel euclidien orienté muni d’'une base orthonormée
directe B = (i, j, k). Déterminer la nature, et préciser les éléments caractéristique,
de 'endomorphisme f de £ dont la matrice dans B est donnée ci-apres :

L[ 3 1 Ve L[ T 44 )
a) A= 7 1 3 -6 byd=—5| —4 8 -1 ) A=3
V6 V6 2 4 1 -8
Exercice 23 [o1613] [Correction]
Soient (a,b) € R? et
a b b
A= b a b
b b a

a) Pour quels a,b € R, a-t-on A € O(3)?
b) Préciser alors la nature et les éléments caractéristiques de ’endomorphisme f
de R? dont la matrice dans la base canonique serait A.

Exercice 24 [o1615] [Correction]

Soit f une rotation d’un espace vectoriel euclidien orienté F de dimension 3 d’axe
D = Vect(u).

a) On suppose qu’il existe v # 0g tel que f(v)
symétrie axiale.

b) Montrer que toute rotation f peut s’écrire comme produit de deux symétries
axiales.

—v. Montrer que f est une

Exercice 25 [o1616] [Correction)]

Soit f une rotation d’axe D dirigé et orienté par un vecteur unitaire u et d’angle
0#£0 [27].

Soit s une réflexion de E montrer que f et s commutent si, et seulement si,D est
orthogonale au plan de réflexion de s ou bien D est incluse dans ce plan et f est
un retournement.

Exercice 26 [o1617] [Correction]

Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3.

a) Montrer que deux rotations de méme axe ou deux retournements d’axes
orthogonaux commutent.

Soit f et g deux rotations de F, autres que Idg, telles que fog=go f.

b) Soit w un vecteur unitaire appartenant a ’axe de la rotation f.

Montrer que g(u) appartient & I'axe de la rotation f et en déduire que g(u) = u
ou g(u) = —u.

c¢) Dans le cas ou g(u) = u, conclure que les rotations f et g ont méme axe.

d) Dans\e cas ou g(u) = —u, justifier que les axes de f et g sont orthogonaux puis
que fi et Jg sont des retournements autour de ceux-ci.

4 -8

Exercice 27 [02923] [Correction]
Soit E un espace euclidien de dimension 3, r dans SO(FE) et s une symétrie
orthogonale.
Caractériser ’application
soros

Exercice 28 [02924] [Correction]
Soient E un espace vectoriel euclidien, v € F non nul, g € O(E). On note o la

symétrie orthogonale par rapport a I’hyperplan u. Décrire go oo g~1.

Exercice 29 [o02925] [Correction]

Soient f et g dans SO3(R) tels que f #get gof=fog.

Montrer que f et g sont soit deux rotations de méme axe, soit deux symétries de
droites orthogonales.

Exercice 30 [o03186] [Correction]
FE désigne un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 muni d’une base
orthonormée directe B = (4, j, k).
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Rechercher les rotations R de E telles que
Rii)=—jetR(i—j+k)=i—j+k

Exercice 31 [o03190] [Correction]
Soit F un espace euclidien orienté de dimension 3 muni d’une base orthonormée
directe B = (4, j, k). Soit 6 € R, déterminer les éléments caractéristiques de

ROtk,ﬂ'/Q © ROtcos Oi+sin 0j,m

Réduction des endomorphismes orthogonaux

Exercice 32 [o02403] [Correction]
a) Trouver les matrices de O, (R) diagonalisables sur R.
b) Montrer qu'une matrice de O, (R) est diagonalisable sur C.

Exercice 33 [o02562] [Correction]
Soit 2 € M,,(R) une matrice orthogonale.
Soit A une valeur propre complexe de Q et X € M,, 1(C) vérifiant

QX =X

En calculant de deux fagons
t(QX) QX
établir que A est de module 1.

Exercice 34 [03343] [Correction]

Soit A € O, (R).

a) Montrer que si A est une valeur propre complexe de A alors |A| = 1.

b) Soit A une valeur propre complexe non réelle de A et Z € M,, 1(C) un vecteur
propre associé.

On pose X = Re(Z) et Y =Im(Z). Montrer que Vect(X,Y) est stable par A.

¢) Montrer que les colonnes X et Y ont alors méme norme et sont orthogonales.
Quelle est la nature de 'endomorphisme induit par la matrice A sur I'espace
Vect(X,Y)?

Exercice 35 [ 03487 ] [Correction]
Déterminer les applications u € O(FE) vérifiant

(u—1d)* =0

Endomorphismes symétriques

Exercice 36 [o00350] [Correction]
Quels sont les automorphismes orthogonaux symétriques d’un espace vectoriel
euclidien £ 7

Exercice 37 [oo0361] [Correction]
Soit f un endomorphisme symétrique d’un espace vectoriel euclidien F.
Montrer que les espaces Imf et ker f sont supplémentaires et orthogonaux.

Exercice 38 [oo0362] [Correction]
Soient f et g deux endomorphismes symétriques d’un espace vectoriel euclidien FE.
Montrer que f o g est symétrique si, et seulement si, fog=go f.

Exercice 39 [o1751] [Correction]
Soit E un espace euclidien de dimension n > 2, a un vecteur unitaire de FE et k un
réel.
a) Montrer que
fl@)=2+k(z]a)a

définit un endomorphisme symétrique de E.
b) Etudier les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.

Exercice 40 [oo00s3] [Correction]
Soit E un espace euclidien de dimension n > 2, a un vecteur unitaire de E et k un
réel avec k # —1.
a) Montrer que
f(x) =z + k(x| a)a

définit un endomorphisme symétrique de E.
b) Montrer que f est un automorphisme.
¢) Etudier les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.

Exercice 41 [o0363] [Correction]
Soit p une projection d’un espace vectoriel euclidien E.
Montrer que la projection p est orthogonale si, et seulement si, p est symétrique.
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Exercice 42 [03430] [Correction]
On pose E = R, [X] muni du produit scalaire définie par

P1Q) = [ POQw
a) Montrer que la relation
w(P)(z) = /0 (@ + )" P(t) dt

définit un endomorphisme u de I'espace E.
b) Vérifier que I’endomorphisme u est symétrique
¢) Calculer la trace de w.

Exercice 43 [o3118] [Correction]

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension non nulle.
a) Montrer que si p est un projecteur orthogonal de E alors p est symétrique.

Soient p et ¢ deux projecteurs orthogonaux de E.
b) Montrer que p o g o p est symétrique.
¢) Montrer que
(Imp + ker ¢)* = Img N ker p

d) En déduire que p o g est diagonalisable.

Exercice 44 [ 02408 ] [Correction]
On se place dans ’espace euclidien F.
1) Soit p un projecteur de E.
Etablir I’équivalence des conditions suivantes :
(i) p est un projecteur orthogonal ;
(i) ¥z € B, [p() | < |2l
(iii) p est symétrique.
2) Soient p et ¢ deux projecteurs orthogonaux.
a) Montrer que p o g o p est symétrique.
b) Montrer que
(Imp + ker ¢)* = Img N ker p

¢) Montrer que p o g est diagonalisable.

Exercice 45 [o02732] [Correction)]

Soient p et ¢ des projecteurs orthogonaux d’un espace euclidien E.

a) Montrer que p o g o p est diagonalisable et que ses valeurs propres sont
comprises entre 0 et 1.

b) Déterminer (Imp + ker ¢)*

c¢) En déduire que p o ¢ est diagonalisable et que ses valeurs propres sont
comprises entre 0 et 1.

Exercice 46 [o03486] [Correction]
a) Vérifier que 'on définit un produit scalaire sur R? par :

(,y) = x1y1 + 5T2y2 — 2 (x1y2 + T2y1)

b) Pour quelle(s) valeur(s) de @ € R 'endomorphisme u canoniquement représenté

par
2 a
u=(5 %)

Exercice 47 [03591] [Correction]
Soient a € R*, u un vecteur unitaire de R3 euclidien.
a) Montrer que 'application f, définie par

est-il symétrique 7

fal@) =2+ a (z,u)u

est un endomorphisme de R3.
b) Montrer qu'’il existe un unique a’ # 0 vérifiant

Vz € R, || for(2)]| = |2

Donner la nature de f,, (on pourra s’intéresser a f2).
¢) Montrer que f, est un endomorphisme symétrique et déterminer ses éléments
propres.

Théoreme spectral

Exercice 48 [o0364] [Correction]
Soit f un endomorphisme symétrique de E vérifiant

Vee E, (f(z)|z)=0

Déterminer f.
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Exercice 49 [ 00366 ] [Correction]

Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E de valeurs propres
A1, ..., An comptées avec multiplicité et rangées en ordre croissant.

Montrer

Vo € B, A z)” < (u(@) | @) < A |l

Exercice 50 [03939] [Correction]
Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien F.
On pose

k= sup [}
AESp(u)

Vérifier
Vz € B, ||u(z)]| < k|

Exercice 51 [oo036s8] [Correction]
Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension n et S sa sphére unité

S={zecB/|e] =1}

Pour p € {1,...,n}, on note V, 'ensemble des sous-espaces vectoriels de E de
dimension p.

Soit f un endomorphisme symétrique de E de valeurs propres A\; < - --
comptées avec multiplicité. Etablir

< An

Y=, g U 1)

Exercice 52 [03941] [Correction]

Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E de dimension n non
nulle.

On pose

H, = {x € B/(u(x) | 2) = 1}

Enoncer une condition nécessaire et suffisante portant sur le spectre de u pour
qu’il existe un vecteur unitaire élément de H,,.

Equations matricielles avec transposition

Exercice 53 [o03751] [Correction]

Soit A € GL,(R) telle que ‘A = A2

a) Montrer que A% = I, et que A est orthogonale.

b) Soit f 'endomorphisme canoniquement associé a la matrice A.

Montrer que le noyau de f2? 4 f + Id est de dimension paire et en déduire la forme
de la matrice de f dans une base bien choisie.

Exercice 54 [03923] [Correction]
Soit A € M,,(R) vérifiant
A% = AtA

Montrer que la matrice A est diagonalisable sur C.

Exercice 55 [o02716] [Correction]
Résoudre dans M, (R) le systeme

M?+M+1,=0
‘MM = MM

Exercice 56 [02600] [Correction]

On étudie équation M*MM = I,, d’inconnue M € M, (R).
a) Montrer qu’une solution est une matrice symétrique.

b) En déduire les solutions de I’équation étudiée.

Exercice 57 [o02715] [Correction)]
Trouver les M de M,,(R) telles que ‘M = M? et que M n’ait aucune valeur
propre réelle.

Matrices commutant avec leur transposée

Exercice 58 [o03928] [Correction]

Soit M € M,,(R) qui commute avec sa transposée. Montrer que M est
orthogonalement semblable a une matrice diagonale par blocs, dont les blocs
diagonaux sont de taille 1 ou de taille 2 de la forme

(5 @)
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Matrices symétriques Exercice 64 [ 03491 ] [Correction)]
Soit A = (a;;) € M, (R) une matrice symétrique.

Exercice 59 [ 02614 ] [Correction] a) Justifier que le spectre de A est une partie finie non vide de R.

Soit A € M,,(R) symétrique. On pose '
On suppose A™ = O,,. Déterminer A. Amin = Min SpA et Apax = max SpA
b) Montrer

V1<i<na)\min ga}iig/\max

Exercice 60 [01330] [Correction]

Soit A € M,,(R) telle que AA = A*A. On suppose qu'il existe p € N* tel que Exercice 65 {00372 ] [Correction]

P _
;1) I\ZO(I)I.'BI‘GI‘ que LAA = 0. Soit A € §,,(R) & valeurs propres positives. Etablir
b) En déduire que A = 0. (det A)l/n < ltrA
“n
Exercice 61 [o00369] [Correction] Exercice 66 [02401] [Correction]
Soit A € M, (R). Montrer que la matrice *AA est diagonalisable & valeurs propres Soient A et B dans M, (R). Montrer, si A'!A = B*B, qu'’il existe Q € O, (R) tel
positives. que B = AQ.

Exercice 67 [o02750] [Correction]

Exercice 62 [00370] [Correction] Non défini

Soit A une matrice réelle carrée d’ordre n.
a) Montrer que

XtAA = XAtA Exercice 68 [o2751] [Correction]
Montrer que le rang de A € M,,(R) est égal au nombre de valeurs propres non

b) Mont 1 trices *AA et A'A sont semblables.
) Montrer que les matrices ¢ SOt semblables nulles (comptées avec leur ordre de multiplicité) de *AA.

Exercice 63 [oo0371] [Correction] Exercice 69 [03077] [Correction)]
Soient Soient m,n € N* et M € M,,, ,(R).
A€ My(R) et B = 1 (tA + A) Etablir I'existence de U € O,,,(R) et V € O,(R) telle que la matrice N = UMV
" 2 vérifie :
On note « la plus petite valeur propre de B et 8 sa plus grande. V(i,7) € {1,....m} x{1,...,n},i#j=N;; =0

a) Pour une colonne X € M, 1(R) comparer ‘XAX et XBX.

b) Montrer que pour tout X € M,, 1(R),
) wer 1(®) Exercice 70 [o30ss8] [Correction]

' XX <'XAX < BIXX Soit
a; b (0)
¢) En déduire o
SpA C [, ] A= e
n—1
(0) Cn—1 Gp
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vérifiant byci > 0 pour tout 1 < k< n—1.
a) Montrer qu’il existe une matrice diagonale inversible D vérifiant

D7'AD € S, (R)

b) En déduire que A est diagonalisable.

Exercice 71 [o03161] [Correction]

Soit A = (a;,;) € Sp(R) de valeurs propres Ay, ..., A, comptées avec multiplicité.

Etablir

n n
2 _ 2
E ai,j_E A
i=1

ij=1

Exercice 72 [o3162] [Correction]
Soient A, B € S,,(R) et p € N. On suppose que A?*! = B2PT1 Montrer que
A=B.

Exercice 73 [o03163] [Correction]
Soit A € M,,(R). Montrer que les matrices *AA et A*A sont orthogonalement
semblable i.e.

P € O,(R),'Q('AA)Q = A*A

Exercice 74 [o3488] [Correction]
Soit A € M,,(R) vérifiant

Sp (‘fAA — A'A) C R*

Montrer que A et ‘A commutent.

Exercice 75 [03489] [Correction]
Soit A € S,,(R) vérifiant A2 = A. Etablir

1Al < nvird

Exercice 76 [o03664] [Correction)]

Soit M € M,,(R) et A="*MM.

a) Montrer que les valeurs propres de A sont positives.

b) Soit (X;)1<i<n une famille orthonormée de colonnes telle que la famille
(M X;)1<ign soit orthogonale.

Montrer que les X; sont des vecteurs propres de A.

Exercice 77 [o03762] [Correction]
Soient A € M,,(R) symétrique. On pose

B=A34+A+1,

Montrer que A est un polynéme en B.

Exercice 78 [03758] [Correction)]
Soient A € M,,(R) symétrique et positive. On pose

B=A>4+A+1,

Montrer que A est un polynéme en B.

Exercice 79 [o03738] [Correction)]

@A:(Z i)EMg(R)etB:(% ;)

A quelles conditions nécessaires et suffisantes sur a, b, ¢ existe-t-il P € O5(R) telle
que A= PB'P?

A quelles conditions nécessaires et suffisantes sur a existe-t-il b, ¢ € R et

P € O3(R) tels que A = PB'P?

A quelles conditions nécessaires et suffisantes sur ¢ existe-t-il a,b € R et

P € O3(R) tels que A= PB'P?

b)A(i Z)eMﬂR)aB(f ;)

A quelles conditions nécessaires et suffisantes sur a, b, ¢, d existe-t-il P € GLy(R)
telle que A = PBP~1?

A quelles conditions nécessaires et suffisantes sur a existe-t-il b,¢,d € R et

P € GLy(R) tels que A = PBP~1?

A quelles conditions nécessaires et suffisantes sur d existe-t-il a,b,c € R et

P € GLy(R) tels que A= PBP~1?
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c¢) Si A, B € M, (R), justifier 'existence de

det (PA'P + QB'
P28t (PAP+QBQ)

' (21 (1 =2
d) Calculer ce maximum si B = ( 1 9 > et A= ( o _1 )
e) Si A, B € M,(R),

sup  det (PAP_1 + QBQ_l)
P,QEGL, (R)

est-il fini en général ? (Si oui, le montrer, si non, donner un contre-exemple).
f) De maniére générale, si Ay, ..., Ay € S (R) déterminer

max det (PlAltpl + -4 PkAkth)
Py,...,PLe02(R)

Enoncé fourni par le concours CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA

Exercice 80 [o03919] [Correction]

Soit (E,(.,.)) un espace euclidien de dimension n > 2.

a) Soient e = (eq, ..., e,) une base orthonormée de E, (x4, ...
dans E". On introduit

axn) et (yla"'ayn)

A = Mat.(x1,...,2,) et B=Mate(y1,..-,Yn)

Déterminer les coefficients de la matrice ' AB.
b) Soit (x1,...,2,) une base de E. Montrer qu’il existe une unique famille
(y1,-..,Yn) de E telle que

V(Lj) S {]., A ,TL}2 y <y“ (Ej> = 6i,j

Montrer que (y1,...,Yn) est une base de E et exprimer la matrice de passage de
la base (x1,...,2,) a la base (y1,...,yn) & Paide de la matrice

M = (<xivxj>)1<i,jgn
On considére dans la suite une famille (x1,...,z,) de E vérifiant

Vie{l,...,n}, ||zl =1, V(,4) € {1,...,n}° i # j = (xi,2;) <0

et
e EVie{l,...,n},(z;,v) >0

¢) Montrer que la famille (z1,...,z,) est une base de E.

d) On pose M = ((zi,;)),¢; icp € Mn(R) et S =1, — M/n.
Montrer que S est diagonalisable et que Sp(S) C 10, 1[.

e) Montrer que les coefficients de M ~! sont positifs.

f) Soit (y1,...,yn) déduit de (x1,...,z,) comme dans b). Montrer

(i, j) € {1,...,n}>, (yi,y;) = 0

Exercice 81 [o01331] [Correction]

Soient A et B dans So(R) telles que A2 = A et B? = B.
a) La matrice AB est-elle diagonalisable ?

b) Encadrer les valeurs propres de AB.

Exercice 82 [o4108] [Correction]

Soient n > 3, , deux colonnes non colinéaires dans et .

a) Justifier que M est diagonalisable.

b) Déterminer rg(M) en fonction de A et B.

c¢) Déterminer le spectre de M et décrire les sous-espaces propres associés.

Orthodiagonalisation de matrices symétriques

Exercice 83 [o02757] [Correction)]
Soit J la matrice de M, (R) dont tous les coefficient sont égaux & 1. Trouver
P e 0,(R) et D € M,(R) diagonale telles que *PJP = D.

Exercice 84 [o03398] [Correction]
Justifier que
1 -2 -2
A= -2 1 =2
-2 =2 1

est diagonalisable et trouver P telle que ! PAP soit diagonale.

Exercice 85 [02413] [Correction]

On considere la matrice
-2 -2 1
A= -2 1 =2
1 -2 =2
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a) Justifiez que la matrice A est diagonalisable.
b) Déterminer P et D dans M3(R) telles que 'P = P~1 D est diagonale et
tPAP = D.

Matrices antisymétriques

Exercice 86 [02503] [Correction]
Soit M € M,,(R) telle que M + *M soit nilpotente.
Montrer que M est antisymétrique.

Exercice 87 [o00373] [Correction]
Montrer que tout matrice antisymétrique réelle est de rang pair.

Exercice 88 [03084] [Correction]
Montrer que le déterminant d’une matrice antisymétrique réelle est positif ou nul.

Exercice 89 [ 02606 ] [Correction]
Soit E un espace vectoriel euclidien dont le produit scalaire est noté (. | .)
Une application f: E — E est dite antisymétrique lorsque

Vo,y € B, (f(2) [y) = = (= | f(y))

a) Montrer qu’une telle application est linéaire (ce qui permet deés lors de parler
d’endomorphisme antisymétrique)

b) Montrer que la matrice dans une base orthonormée d’un endomorphisme
antisymétrique de E est elle-méme antisymétrique.

¢) Soient A € M,,(R) une matrice antisymétrique, A une valeur propre complexe
de A et X € M,, 1(C) une colonne non nulle vérifiant

AX = 2X
En calculant de deux facons *X AX, établir
A €iR

d) En déduire que le déterminant d’un endomorphisme antisymétrique est un réel
positif.

Exercice 90 [00375] [Correction)]
Un endomorphisme u d’un espace euclidien E est dit antisymétrique si

Ve e E, (u(z) | 2) =0

Soit u un endomorphisme antisymétrique.

a) Quelles sont les seules valeurs propres réelles possibles pour u ?

A quelle condition un endomorphisme antisymétrique est-il diagonalisable ?
b) Etablir que, pour tout z,y € F,

(u(z) [y) = =(z [ u(y))

En déduire que la matrice A dans une base orthonormée d’un endomorphisme
antisymétrique est elle-méme antisymétrique.

c¢) Soient A une matrice antisymétrique réelle, A une valeur propre complexe de la
matrice A et X un vecteur propre associé.

En étudiant ‘X AX, établir que \ € iR.

Exercice 91 [o02915] [Correction]
Soit A € M,,(R) antisymétrique. Montrer que A est orthogonalement semblable &
une matrice diagonale par blocs avec sur la diagonale des zéros et des blocs de la

forme
0 a
—a 0

oua€R

Exercice 92 [o03748] [Correction]

Soit A € M, (R) telle que ‘A = —A.

a) Montrer que si n est impair alors A n’est pas inversible.

b) Montrer que si n est pair, det A > 0. Sous quelle condition I'inégalité est-elle
stricte 7

Exercice 93 [o03749] [Correction]
Montrer que A antisymétrique réelle d’ordre n est semblable &

C 0
0 0
ou C est une matrice inversible d’ordre pair.
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Exercice 94 [o03618] [Correction] Endomorphismes symétriques a valeurs propres po-
Soit f un endomorphisme bijectif d’un espace euclidien F vérifiant : sitives

V(z,y) € B2, (f(z) |y) == (x| f(9)

a) Montrer que pour tout vecteur x de E, les vecteurs z et f(x) sont orthogonaux.
b) Montrer que ’endomorphisme s = f o f est symétrique.

Soit a I'une de ses valeurs propres et V, le sous-espace propre associé.

c) Soit z € V,\ {0g}. Montrer que

Exercice 97 [03940] [Correction]
Soit (eq,...,ey,) une base quelconque d’un espace euclidien E.
a) Montrer que I’endomorphisme f donnée par

fx) =) (ex | 2)ex

2 2
(s(@) | z) =alz|” = —|f(=)] p
et en dédui.re\que a< 0. est symétrique & valeurs propres strictement positives.
d) On considére toujours = € Vo\ {0g} b) Montrer qu’il existe un endomorphisme symétrique g de E tel que
Montrer que F = Vect(x, f(z)) et F* sont stables par f.
Montrer que ’endomorphisme induit sur F' par f a une matrice de la forme g?=f1
( 2 _Ob ) ¢) Montrer que la famille (g(e1),...,g(en)) est une base orthonormale de E

dans une base orthonormée (on précisera b)

e) Conclure que la dimension E est paire. Exercice 98 [03692 ] [Correction]
Soit p un entier naturel impair et v un endomorphisme symétrique d’un espace

euclidien de dimension n.

Exercice 95 [02552] [Correction] a) Montrer qu’il existe un unique endomorphisme symétrique v tel que vP = w.
On note F l'espace vectoriel R™, n > 2, muni de sa structure euclidienne b) Que se passe-t-il si p est pair?
canonique. Le produit scalaire est noté ( | ). c) Si p est pair et u & valeurs propres positives ?
On dit qu’une application f : E'— E est antisymétrique si d) Si p est pair et u et v & valeurs propres positifs ?
Vo,y € E, (x| f(y)) = —(f(2) | y)
a) Montrer qu’une application antisymétrique de E est linéaire. Exercice 99 [o03942] [Correction]
Que dire de sa matrice dans la base canonique de E 7 Soit v € L(F) symétrique & valeurs propres strictement positives.
b) Montrer que I’ensemble des endomorphismes antisymétriques de E est un a) Montrer qu’il existe un endomorphisme s symétrique vérifiant s2 = v.
sous-espace vectoriel de L(FE) et donner sa dimension. b) Soit u un endomorphisme symétrique de E. Etablir que v=! o u est
diagonalisable.

Exercice 96 [o03922] [Correction]

Soit 0 0o 1 i Exercice 100 [ 00009 ] [Correction]
0 0 —i 1 Soit v un endomorphisme symétrique a valeurs propres positives d'un espace
A= 1 0 0 vectoriel euclidien F.
i -1 0 0 a) Montrer qu’il existe un endomorphisme v symétrique & valeurs propres
positives tel que u = v2.
a) Calculer A%. La matrice A est-elle diagonalisable ? b) Etablir 'unicité de v en étudiant ’endomorphisme induit par v sur les
b) Les matrices antisymétriques complexes sont-elles toujours diagonalisables ? sous-espaces propres de u.
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Exercice 101 [o02753] [Correction]

Soient E un espace euclidien et u € L(F) symétrique & valeurs propres
strictement positives.

Montrer que, pour tout x € E,

lz]* < (u(@), z) (u™" (), @)

Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait égalité.

Matrices symétriques a valeurs prores positives

Exercice 102 [ooo10] [Correction]
Soient a, b, ¢ trois vecteurs de R? et

a.a a.b a.c
M= b.a bb b.c

ca c¢cb cec

Montrer que M diagonalisable, de valeurs propres positives et det M > 0.

Exercice 103 [ 02549 ] [Correction]
Soit A € M,,(R) symétrique dont toutes les valeurs propres sont positives.
Montrer que pour tout X € M, ;(R),

PXAX e RT

Exercice 104 [ooo11 ] [Correction]
Soit A € §,,(R). Montrer que

VX € M,,1(R),"XAX >0 < SpA C R*

Exercice 105 [ 03091 ] [Correction]
On note S;F(R) 'ensemble des matrices symétriques de M, (R) de valeurs propres
positives.
Soit A € §;F(R). On veut montrer qu’il existe une unique matrice B € S, (R) telle
que

B*=A

a) Prouver existence.

On considére maintenant B € S;F(R) vérifiant B? = A
b) Etablir par le lemme de décomposition des noyaux que pour tout A > 0

ker(B — VAIL,) = ker(A — AI,,)

¢) Montrer aussi
ker B = ker A

d) Conclure I'unicité.

Exercice 106 | ooo15 ] [Correction]
On note S;F(R) I'ensemble des matrices symétriques de M, (R) de valeurs propres
positives.
Soit A € ;7 (R). On veut montrer qu'il existe une unique matrice B € S, (R) telle
que

B*=A

a) Prouver D'existence.
b) Etablir que si B € S;F(R) vérifie B2 = A alors pour tout A € SpA,

ker(B — VAI,) C ker(A — \,,)
puis
ker(B — VAIL,) = ker(A — \,,)

¢) Conclure l'unicité.

Exercice 107 [ 03090 ] [Correction]

On note S;F(R) I'ensemble des matrices symétriques de M, (R) de valeurs propres
positives. Soit S € S;F(R).

a) Montrer qu’il existe une matrice A € S (R) qui est un polynome en S vérifiant

A* =8

b) Soit B € S (R) vérifiant B2 = S. Montrer que B commute avec A puis que
B = A.

Exercice 108 [ooo16 ] [Correction]

On note S;F(R) l'ensemble des matrices symétriques de M, (R) de valeurs propres
positives.

Soit A € S;F(R). Montrer qu’il existe une unique matrice B € ;7 (R) telle que

B? = A.
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Exercice 109 [ooo018] [Correction]

Soit M € M,,(R). Montrer que A =*MM € S,,(R) et SpA C R*.
Inversement, pour A € S, (R) telle que SpA C R, établir qu'il existe
M € M, (R) telle que A ="MM.

Exercice 110 | o3752] [Correction]
Soient A une matrice symétrique réelle a valeurs propres positives et U une

matrice orthogonale de méme taille.
Comparer tr(AU) et tr(UA) a trA.

Exercice 111 [o2759 ] [Correction]

On munit M,,(R) du produit scalaire canonique. On note A,,(R) ’ensemble des
matrices antisymétriques de M,,(R) et S;7(R) I'ensemble des matrices
symétriques & valeurs propres positives.

Soit A € M, (R) telle que pour tout U € O, (R), tr(AU) < trA.

a) Déterminer le supplémentaire orthogonal de A, (R).

b) Soit B € A, (R). Montrer que pour tout =z € R, exp(zB) € O, (R).

¢) Montrer que A € S (R).

d) Etudier la réciproque.

e) Montrer que pour toute matrice M € M, (R) il existe S € S;(R) et U € O, (R)
telles que M = SU.

Exercice 112 |[o2514] [Correction]
Soit A une matrice symétrique réelle positive de taille n.
Pour o > 0, on note

So = {M € S,(R)/SpM C R* et det(M) > a}
Le but est de montrer la formule :

: 1/n
A}ngatrﬁ4ﬂl)Afvzﬁydet@4))/
a) Démontrer la formule dans le cas A = I,.
b) Montrer que toute matrice A symétrique réelle positive peut s’écrire A = PP
avec P matrice carrée de taille n.
¢) Démontrer la formule.
d) Le résultat est-il encore vrai si « =07
e) Le résultat reste-t-il vrai si A n’est que symétrique réelle ?

Exercice 113 [03927] [Correction]
Soient A € S,,(R) avec SpA C RT et B € M,,(R). On suppose

AB+ BA=0

Montrer AB = BA = 0.

Exercice 114 [03943] [Correction]

[Décomposition de Cartan]

On note S;F " (R) le sous-ensemble de S, (R) constitué des matrices de valeurs
propres strictement positives.

Soit A € GL,(R).

a) Etablir que *AA € ST (R).

b) Montrer qu’il existe une matrice S € S;*(R) telle que

S?="AA
¢) Conclure
VA € GL,(R), 3(0,S) € O,(R) x ST (R), A= 0S

d) Etablir 'unicité de cette écriture.
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

a) Posons
1
=—U,+A+---+ AP
Up p+1( + A+ + AP)
On a 1
I-AU,=——(I, — AP*!

car pour la norme euclidienne
VM € O,(R), M| = vn

Puisque 1 ¢ SpA, U, — 0.

b) Par I’absurde si AP converge vers B alors pour tout X € M, ;(R),

APHLX = AAPX donne a la limite BX = ABX. Or 1 ¢ SpA donc BX =0 et
puisque ceci vaut pour tout X, B = 0.

Or ||A?|| = v/n /0. Absurde.

La suite (A”)pen est divergente.

Exercice 2 : [énoncé]

Soit A € O, (R) dont tous les coefficients sont positifs ou nuls.

Montrons que chaque colonne de A ne comporte qu’au plus un coefficient non nul.
Par I’absurde, supposons que la j-éme colonne de A posseéde au moins deux
coefficients non nuls situés en k-iéme et en f-iéme ligne. Puisque les colonnes de A
sont orthogonales, on a pour tout j’' # j

n
> aiaig =0
i=1
Sachant que tous les coefficients sont positifs, cette équation équivaut a
Vi € {1, . ,n} , Q505 51 = 0
et on en tire
ak,j = agj =0

Ainsi les n — 1 colonnes correspondant aux indices autres que j appartiennent &
Iespace formé des colonnes dont les k-ieme et f-ieme coefficients sont nuls. Or ces
n — 1 colonnes sont indépendantes et cet espace est de dimension n — 2. C’est
absurde.

Puisque les colonnes de A sont de norme 1 et que ses coeflicients sont positifs, sur
chaque colonne figure un 1 et n — 1 coefficients nuls.

Le méme raisonnement peut étre adapté aux lignes de A pour affirmer que
chacune d’elles contient un coefficient 1 et n — 1 coeflicients nuls.

Inversement, on vérifie aisément qu’une telle matrice est une matrice orthogonale
a coeflicients positifs.

En fait, les matrices considérés sont les matrices de permutation, il y en a n!

Exercice 3 : [énoncé]

On munit R™ de sa structure euclidienne canonique, on note B sa base canonique
et B’ la famille d’éléments de R™ déterminée par A = Matg3’. La famille B’ est
libre, on peut donc 'orthonormaliser par le procédé de Schmidt en une famille B”.
Par changement de base, A = MatgB” x Matg. B’ avec MatgB" € O, (R) car

B, B" orthonormées et Matz»B’' € T, (R) car B” obtenue par le procédé de
Schmidt.

Exercice 4 : [énoncé]

J 4+ A n’est pas inversible si, et seulement si, il existe une colonne non nulle
vérifiant AX = —JX.

On a alors PAJX = —X et donc —1 € Sp(*AJ) = Sp(JA) avec une réciproque
immédiate.

Le polynéme caractéristique de JA étant

Xnil(X — Z aiyj)
2

on obtient le critere

J + A est inversible si, et seulement si, Z a;j #—1
1,J

Exercice 5 : [énoncé]

a) Soit A une valeur propre complexe de A et X € M,, 1(C) une colonne propre
associée.

D’une part {XAX = A' XX, d’autre part {XAX = AXX = -\ XX.

Puisque *X X € R™*, on obtient A = —\ donc \ € iR.

b) Pour tout A € A, (R), Q = p(A) est bien définie car —1 ¢ SpA.

Q0 = (I, — A~ (I, + A (I, — A)(I, + A)~'or I, + Aet I, — A commutent
donc QO = I,,.
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De plus, si QX = —X alors (I, — A)X = —(I,, + A)X (car I, — A et (I, + A)~*
commutent) et donc X = 0.

Ainsi lapplication ¢ : A, (R) = {Q € O,(R)/ — 1 ¢ Sp(Q)} est bien définie.

Si p(A) = ¢(B) alors (I, — A)(I, + B) = (I, + A)(I,, — B). En développant et en
simplifiant on obtient A = B et donc Papplication ¢ est injective.

Enfin soit 2 € O,(R) tel que —1 ¢ Sp(Q).

Posons A = (Q+ I,,) (I, — Q) qui est bien définie car —1 ¢ SpQ.

On a

A= (L, HOQ 1 +1,) ' =(Q-L)0 10, +Q) " = (Q-1,)([,+Q2) "1 = -A
et p(A) = Q.

Finalement ¢ est bijective.

Exercice 6 : [énoncé]
a) Si M possede la propriété (P) alors les colonnes de la matrice U introduites
doivent étre unitaires donc

Vi<i<n A +ai=1
et elles doivent étre deux a deux orthogonales donc
Vi<i#j<n,oa; =0

Cette derniére condition ne permet qu’au plus un «j non nul et alors |Agx| < 1
tandis que pour @ # k, |\;| = 1.

Inversement, si tous les A; vérifient |\;| = 1 sauf peut-étre un vérifiant |Agx| < 1,
alors on peut construire une matrice U affirmant que la matrice M possede la
propriété (P) en posant

VI<i#k<n,o=ampoi =0, ap = aopio—p =1/1— A2 et a1 = =Ny

b) La matrice M est orthogonalement diagonalisable, on peut donc écrire
M ='PDP avec P € O,(R) et D = diag(A1,...,\,)
Considérons alors la matrice
Q= < ]OD (1) > € On+1(R)
Si la matrice M posseéde la propriété (P) alors on peut introduire U € O,,41(R)
prolongeant M et alors
Ban+1

V="QUQ = D € O0p11(R)

5n+2

ﬂl e Bn Bn+1

ce qui entraine que les valeurs propres Aq, ..
sauf peut étre une élément de [—1,1].

La réciproque est immédiate.

¢) La matrice MM est symétrique définie positive. On peut donc en
diagonalisant orthogonalement celle-ci déterminer une matrice S symétrique
définie positive telle que

., An de M sont toutes égales a +1

‘MM = S?

On pose alors U = M S™! et on vérifie U € O, (R) par le calcul de tUU.
d) Supposons que la matrice M = US posséde la propriété (P). En multipliant
par la matrice

‘U o

on démontre que la matrice S posséde aussi la propriété (P).

Puisque les valeurs propres de S sont les racines des valeurs propres de ‘MM, on
obtient la condition nécessaire suivante : les valeurs propres de MM doivent étre
égales a 1 sauf peut-étre une dans [0, 1] (ces valeurs propres sont nécessairement
positives).

La réciproque est immédiate.

e) Soit M € M, (R). Pour p assez grand, la matrice

1
M, =M+ -1,
p

est assurément inversible ce qui permet d’écrire M, = U,S, avec U, orthogonale
et S, symétrique réelle.

La suite (U,) évolue dans le compact O,,(R), elle posséde une valeur d’adhérence
Uso € O, (R) et la matrice Sy, = UM est symétrique réelle en tant que limite

d’une suite de matrices symétriques réelles.

On peut donc conclure.

Exercice 7 : [énoncé]
(=) Si V est stable pour f alors f(V) C V et puisque f est un automorphisme
f(V)=V.Soient r € V+tetyeV

(f@) ly) = (][ (y) =0

car f~1(y) € V donc f(z) € V* puis V* stable par f.
(<) Si V* stable par f alors V = V++ aussi
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Exercice 8 : [énoncé]

Un tel endomorphisme conserve 'orthogonalité. Pour tout x,y vérifiant

lz]l = |lyll, on a x + y et & — y orthogonaux donc f(z)+ f(y) et f(z) — f(y) aussi.
Par suite || f(z)]| = ||f(y)||- Ainsi un tel endomorphisme transforme une base
orthonormée (eq,...,e,) en une famille orthogonale aux vecteurs isométriques.
Par suite f = Ag avec g € O(E).

La réciproque est immédiate.

Exercice 9 : [énoncé]

Soit A valeur propre de f. Pour x vecteur propre, on a f(z) = Az avec

I/ (x)]| = ||z|]| ot A = £1. Une diagonalisation de f est alors réalisée avec des 1
et des —1 sur la diagonale, c’est une symétrie.

Exercice 10 : [énoncé]

a) (u+v|u—v)=|ul’> = |Jv]* = 0 pour u et v unitaires.

b) Soient u et v des vecteurs unitaires de E.

u~+ v et u— v sont orthogonaux donc f(u+ v) et f(u — v) le sont aussi.
Or par linéarité

flutv) = fu)+ f(v) et flu—v) = f(u) = f(v)

de sorte que 'orthogonalité de ces deux vecteurs entraine

LF )] = [1f (W)l

Ainsi les vecteurs unitaires de F sont envoyés par f sur des vecteurs ayant tous la
méme norme o € RT.
Montrons qu’alors

Ve e B, | f(z)] = all]

Soit z € E.

Siz =0alors on a f(z) =0 puis || f(z)| = a|z|.

Si  # 0 alors en introduisant le vecteur unitaire v = z/||z||, on a || f(u)| = « puis
1 (@) = all]|

¢) Si a =0 alors f =0 et n’importe quel g € O(F) convient.
Si a # 0 alors introduisons ’endomorphisme

1
g=—f
[0

La relation obtenue en b) assure que g conserve la norme et donc g € O(FE) ce qui
permet de conclure.

Exercice 11 : [énoncé]

a) Pour y = 0, la relation || f(x) — f(y)|| = ||z — y|| donne || f(x)|| = ||z|| sachant
y=0.

b) Par 'identité du parallélogramme

1£@) + F=2)I + 15 @) = f(=a)I* =2 (I1£ @) + £ (-2)])

avec [|f(z)[| =[], [f(=2)]| = | ==[| = [[=]| et
1f(z) = f(=2)|l = [le = (=2)[| = 2[Jz]| donc

I£(z) + f(=2)|* =0
puis f(—z) = —f(x).

¢) Par polarisation

(17 @) + F )1 + 1 @) = FW)I)

N

(f(x) [ f(y) =

Or |[f(2) — f(y)]l = llz —yl| et
1) + F Wl = 1f (@) = F(=p)ll = ]z = (=9Il = = + vl|

donc
(F@) | 7w = 3 (le+ o+l — o)) = @ )

d) Par conservation du produit scalaire, on peut affirmer que la famille

(f(e1),..., f(en)) est une base orthonormée de E. Par suite, pour tout z € F,
f(x) =" (fler) | f(2)) flew) =D (ex | 2) flen)
k=1 k=1

e) L’expression ci-dessus assure la linéarité de f et puisqu’on sait déja que f
conserve le produit scalaire, on peut affirmer que f est un automorphisme
orthogonal.

Exercice 12 : [énoncé]
Supposons (i) et (ii).
Pour x € F, on a

(f(@) | 2) = = (f(2) | f2(2)) = = (@] f(x))

et donc
(f(z) [z) =0
Supposons (ii) et (iii)
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Le vecteur x + f(z) et son image par f sont orthogonaux donc Soient (u1,...,ug41) une famille libre et ¢ = s, 0 --- 05y, ., € O(E). Etudions
().

(@ + f(2) | f(e+ (@) = (@ + f(z) | f(x) —2) =0

puis || f(z)||*> = ||z||>. Ainsi f est une isométrie.
Supposons (i) et (iii)
Pour tous vecteurs = et y

(f2(@) + 2| f(y) = (f(@) |y) + (@] f()

Or
(flz+y)z+y)=(f(=)[y)+(fly)|z)=0
donc

(f*(2) +2 | fy) =0

Puisque f est surjective, f2(x) +2z = Op.

Exercice 13 : [énoncé]

a) On reconnait le produit scalaire canonique sur M, (R).

b) Posons f: M — QM. (f(M) | f(N)) = tr(* M*QQN).

f est p-orthogonale si, et seulement si, pour tout M, N € M,

(M | 'QQN) = (M | N) i.e. pour tout N € M, ‘QON = N ie. ‘QQ = 1I,,.
Ainsi f est p-orthogonale si, et seulement si, ) Iest.

Exercice 14 : [énoncé]
a) Soient y € M(p) et © € F(p).
p(x) = x et il existe a € E tel que y = p(a) — a.
On a alors
(,9) = (2,9(0)) — (z,0) = (p(x), 9(a)) — (z,0) = 0

car ¢ € O(E).
Ainsi M () et F(p) sont orthogonaux et par la formule du rang
dim M (p) + dim F(¢) = dim E

donne
M(p) & F(p) = E

b) Par récurrence sur k > 1.
Pour k£ =1 : la propriété est immédiate.
Supposons la propriété vraie au rang k > 1.

Soit x € F(y). La relation ¢(z) =  donne

Suq OO Sy (‘T) = Supq1 ({,C)
puis
Suy O"'Osuk(x) _x:Suk+1(x) -z

Or sy, ., () — 2 € Vect(uy41) et par hypothese de récurrence
Suy © 0 Sy, (x) —x € Vect(uq, ..., ug).
Puisque la famille (uq,...,uk+1) est libre, on obtient

Suy 008y, () —x =5y, () —=0
Ainsi x est point fixe de s,, 0---0s,, et de s,, et donc
i 1_ 1
x € Vect(uq,...,ug)~ N Vect(ugs1)™ = Vect(ug, ..., upt1)

Par suite
F(p) C Vect(uy, ..., upi1)"

L’autre inclusion étant immeédiate, on obtient

F(p) = Vect(uq, ..., upt1)"
puis

M (p) = Vect(uq, ..., ukt1)

Récurrence établie.
c) Posons

(p:sulo...osuk:Svlo...osvk

Par I’étude qui précede
F(p) = Vect(uy, ..., ux)"

De fagon immédiate
Vect(vy,...,v1)" C F(yp)

En passant a I’orthogonal
Vect(uq, ..., ux) C Vect(vy,...,vk)

Puisque la famille (ug,...,u) est supposé libre, un argument de dimension
permet d’affirmer que la famille (vq,...,vy) Uest aussi.
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Exercice 15 : [énoncé]
a) Notons C1,...,C) les colonnes de M,,.

Si (ug,...,up) est liée alors il existe A1,..., A, non tous nuls vérifiant
/\1U1++Apup:0E
On a alors
V1<i<p,(Aur+-+Aup | u) =0
et donc

MC14 -+ 2,Cp =0

La matrice M,, n’est alors pas inversible.
Inversement, supposons la matrice M, non inversible.
I existe A1, ..., A, non tous nuls vérifiant

MCi4 -+ 2,Cp =0

et donc
VI<i<p,(Mus+ -+ Apup [ 1) =0
Ainsi
Aur + -+ Apuy, € Vect(ug, ... ,up)J‘
or
Aug + -+ Apuy € Vect(ug, ..., up)
donc

/\1u1—|—-~-—|—/\pup:0E

et la famille (uq,...,up) est liée.
b) Posons r = rg(u1,...,up) et quitte & permuter les vecteurs (u1,...,up),
supposons que les r premiers vecteurs de la famille u sont indépendants. On
permute de la méme facon les vecteurs (v1,...,vp) et ainsi 'hypotheése M, = M,
est conservée. Par I’étude qui précede, on peut affirmer que les r premiers vecteurs
de la famille v sont indépendants et que les autres en sont combinaisons linéaires.
Considérons alors I'application linéaire h : Vect(uq, ..., u,) — Vect(vy,...,v.)
déterminée par

V1< k< h(ug) =vg

Pour tout * = A\jus + -+ + Ayu,, on a par construction h(z) = Aoy + -+ + A\ovpe.
Or

l2l* = > XAy (ui [ ug) et [A(@)* = D7 Xy (vi ] vy)

i,j=1 ,j=1

et puisque (u; | u;) = (v; | v;), on obtient
2 2
[l])™ = l[n(2)]]

L’application h conserve donc la norme
Pour tout k € {r +1,...,p}, ug est combinaison linéaire des u1,...,u, ce qui
permet d’écrire

Up = Aul + - - + Ay

On a alors pour tout ¢ € {1,...,r},
(ug — (Aqur + -+ Nuy) [u)) =0

et donc
(vk — (Mv1 + -+ X)) |v;) =0

On en déduit vy, = Adjv1 + -+ - + A\pv, puis vy = h(ug).

Enfin, on prolonge h en un automorphisme orthogonal solution défini sur R™ en
introduisant une application linéaire transformant une base orthonormée de
Vect(uy, . ..,u,)" en une base orthonormée de Vect(v1,...,v,)*

Exercice 16 : [énoncé]
a) Soient « € kerv et y =v(a) € Imv. On au(z) = z et y = u(a) — a donc

(x| y) = (u(z) [ u(a)) = (z]a) =0

car u conserve le produit scalaire. Ainsi kerv C (Imw)* puis I’égalité par égalité
des dimensions.

b) Pour x € E, on peut écrire x = a + b avec a € kerv et b € (kerv)t = Imv.

On a u(a) = a et donc u*(a) = a pour tout k € N. D’autre part, il existe ¢ tel que
b=v(c) = u(c) — c de sorte que u*(b) = u**1(c) — uF(c). Par télescopage,

1
— —an _
un(z) = a+ —u"(c) - —c
Puisque w conserve la norme :

1 1
—u™(c)|| = =|le| =0
2o = 21l

et donc
up(x) = a
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Exercice 17 : [énoncé]
a) Soit x € kerv et y = v(a) € Imv. On a u(z) =z et y = u(a) — a donc

(@ [y) = (u(z) [u(a)) = (x ] a) =0

Car u conserve le produit scalaire.
On en déduit kerv C (Imv)* puis I’égalité par un argument de dimension.
b) Par ce qui précede, on peut affirmer

E = kerv & Imo

et cette supplémentarité assure l'existence de x; et y.
Pour tout £k € N, on a

uf(a1) = a1 et wF(u(y)) = u*(y) -

En sommant et apres télescopage, on obtient

¢) Avec les notations qui précedent p(z) = x1. Ainsi

N(y) — Nl + 2
_ (z]/\a y|| - | u (yi\u lyll 2yl >0

1 N—-1
p@) = Y W)

k=0

Exercice 18 : [énoncé]

a) Soit X € ker A. On a ‘BBX ='AAX =0 donc 'X*BBX = 0. Or

tX'BBX = | BX||” et donc X € ker B.Ainsi ker A C ker B et méme ker A = ker B
par une démarche symétrique.

b) En notant X,Y les colonnes des coordonnées de X et YV

(f(z), f(y)) = "(AX)AY ="'X"AAY

et
(9(2),9(y)) = (BX)BY ="'X'BBY

d’ou la conclusion.
¢) Considerons I'application linéaire s € L(F') déterminée par

Vie{l,...,r},s(e;) =€

Il s’agit de montrer que s est orthogonale, par exemple en observant que s
conserve la norme.

Soit « € F. On peut écrire

s T
r = E x6; et s(x) = E T}
=1 i=1

On a alors
T s
2 2
Is@)II* = > @iy (eh,eh) = Y miwy (eire;) = ||
ij=1 i,j=1

d) Soit H un sous-espace vectoriel supplémentaire de ker A = ker B dans RY.
Introduisons (x1,...,x,) une base de H et posons (¢1,...,&.) et (¢],...,&).) les
familles données par

gi = f(xi) et & = g(x;)
En vertu du b), on peut affirmer

V(i,5) € {1,...,7}>, (eie5) = (e, €})

Introduisons (€,41,...,€p) une base orthonormée de 'orthogonal de I'image de f
et (741, --,€p) une base orthonormée de I'orthogonal de I'image de g. On vérifie
alors

V(i,j) € {1,...,p}>, (ei,e5) = (ei,€})

On peut alors introduire une application orthogonale s : RP — RP vérifiant
Vie{l,...,r},s(e;) = ¢
On a alors ’égalité d’application linéaire
uof=g

car celle-ci vaut sur les x; donc sur H et vaut aussi évidement sur ker f = ker g.
En introduisant U matrice de s~ dans la base canonique de R?, on obtient

A=US avec U € O,(R)

Exercice 19 : [énoncé]
a) Soient u,v € I' et A € [0, 1]. Pour tout x € E,

(A + (1 = No(@)[| < Mu@)]| + 1 = A) [lo(@)]| < [l

donc Au+ (1 —Av eT.
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Pour u € O(E), on a
Vo € B, [Ju(z)]| = [l«] < |z

et donc u € T.
b) Puisque f # g, il existe un vecteur z vérifiant f(z) # g(x).
Silf ()l <zl ou [lg(x)]| < |[=| alors

I/ @)l + [lg()l

<
: ]

1
lu(@)ll = 5 1F () +g(2)]l <
et donc u ¢ O(E).
Si ||f(@)|| = ||l=| et ||g(z)|| = ||=| alors la condition f(z) # g(x) entraine

1f (@) + g(@)| < If @) + llg()]

car il y a égalité dans 'inégalité triangulaire euclidienne si, et seulement si, les
vecteurs sont positivement liés.

On en déduit que dans ce cas aussi ||u(x)| < ||z]| et donc u & O(E).

¢) L’endomorphisme f = v* o v est autoadjoint défini positif. Moyennant une
diagonalisation en base orthonormée, on peut déterminer s autoadjoint défini
positif tel que f = s2. Posons alors p = v o s~ ! ce qui est possible car s inversible
puisque défini positif. On a alors

prop=stov*ovost =1Idg

et donc p € O(F). Finalement v = p o s est ’écriture voulue.
d) Soit u € T\O(E). On peut écrire u = po s avec p € O(E) et s endomorphisme
autoadjoint positif. Puisque

Vo € B, [lu(z)]| = [s(z)]|

on a s € I' et donc les valeurs propres de s sont éléments de [0, 1]. Dans une base
orthonormée de diagonalisation, la matrice de s est de la forme

At (0)
avec A1,..., A\p € [0,1]

© A

Si les A; sont tous égaux & 1 alors s = Idg et u=p € O(E) ce qui est exclu. Il y a
donc au moins un \; différent de 1. Considérons alors ’endomorphisme ¢t dont la
matrice dans la base orthonormée précédente est

2 — 1 (0)

(0) o1

On peut écrire

1

avec Idg € I', Idg # t et t € ' car les coefficients diagonaux précédents sont
inférieurs a 1 en valeur absolue.
On en déduit

1
U:§(P+P°t)

avec p,pot el et p#pot.
e) Soit v € L(E). Pour k > 0 assez petit

1
Vp =V + EIdE € GL(E)

car v ne posseéde qu'un nombre fini de valeurs propres.
On peut alors écrire

v = p o s, avec p € O(E) et s € ST(E)

Puisque O(FE) est compact, il existe une suite extraite (p,x)) qui converge
Poo € O(E). On a alors

Sp(k) = Py © Volk) = Poo OV

En posant so, = p5) 0 v, on a soo € ST(E) car ST(E) est fermé et donc
UV = Poo O Soo donne ’écriture voulue.

Exercice 20 : [énoncé]
A€ O(3) donc f € O(F)
Soit u =x.i+y.j+ 2.k € E.

T =3z
r—5y+22=0 &
20 —y—52=0

flu)=u<e

—zrz+2y+2=0
{y

f est une rotation autour de I'axe dirigé et orienté par u = 3.i + j + k.
Notons # son angle.
cosf = —5/6 et Det(u, 1, f(7)) < 0 donc

0 = — arccos(—5/6)
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Exercice 21 : [énoncé]
a) Les vecteurs suivants conviennent

u:%(i—i—k),v:jetw:%(—i—i—k)
b)
1 0 0
Matgp (f) = 0 0 -1
01 0

donc f est le quart de tour direct autour de la droite dirigée et orientée par u.

Exercice 22 : [énoncé]

a) f est la rotation d’axe dirigé et orienté par w =i + j et d’angle § = /3.
b) f est la rotation d’axe dirigé et orienté par w =i — 4k et d’angle

6 = — arccos(—8/9).

c) f est le retournement d’axe dirigé par w =i + 45 + k.

Exercice 23 : [énoncé]
a) Par orthogonalité et unitarité des colonnes

AcOB)ea®+20” =1et2ab+b*=0

Ainsi
A€ O03) < (a,b) €{(1,0),(-1,0),(1/3,-2/3),(—1/3,2/3)}

b)Sia=1et b=0 alors f =1d.

Sia=—-1et b=0 alors f = —Id.

Sia=1/3 et b=—2/3 alors f est la réflexion par rapport au plan d’équation
z+y+z=0.

Sia=—1/3 et b=2/3 alors f est opposée & la transformation précédente, c’est le
retournement d’axe dirigé par w =i+ j + k.

Exercice 24 : [énoncé]
a) (u|v)=(f(u)] fw))=(u] —v)=—(u|v)=0donc vlu et f est une
symétrie d’axe D..
b) Soit g une symétrie d’axe D’ orthogonal & D et h =go f.
h est une rotation et h(u) = (go f)(u) = g(u) = —u donc h est une symétrie d’axe
orthogonal & D. Enfin,

f=gloh=goh

Exercice 25 : [énoncé]

Si fos=so f alors f(s(u)) = s(u) donc s(u) = u ou s(u) = —u.

Si s(u) = —u alors s est la réflexion par rapport a P = {u}".

Si s(u) = u alors u appartient au plan de réflexion P et v est un vecteur de ce
plan orthogonal & w alors s(f(v)) = f(v) donc f(v) est aussi un vecteur de ce plan
orthogonal & u. Or ce ne peut étre v, c’est donc —v et par suite f est un
retournement.

Inversement : ok

Exercice 26 : [énoncé]

a) Si les deux rotations ont le méme axe, il est connu que celles-ci commutent.

Si on considere deux retournements d’axes orthogonaux, alors relativement a une
base orthonormée dont les deux premiers vecteurs dirigeraient leurs axes, leurs
matrices sont diag(1, —1,—1) et diag(—1, 1, —1) qui commutent.

b) f(g(u)) = g(f(u)) = g(u) donc g(u) appartient & laxe de f.

Comme [|g(u)[| = [lul, on a g(u) = v ou g(u) = —u.

¢) Si g(u) = u alors u appartient & ’axe de la rotation g et donc f et g ont méme
axe.

d) Supposons g(u) = —u. Soit v un vecteur unitaire de ’axe de la rotation g.
Ona (u|v)=(9(u)|g)=(—u|v)=—(u]|v)donc (u|v) =0. Les axes de f
et g sont donc orthogonaux. De plus, puisque u € {v}l et g(u) = —u, g est un
retournement.

Enfin, comme ci-dessus, on a aussi f(v) = £v. Or le cas f(v) = v est & exclure
puisque les axes de f et g sont orthogonaux. Il reste donc f(v) = —v qui donne
que f est un retournement.

Exercice 27 : [énoncé]

r est une rotation, définissons D son axe (droite vectorielle orientée par un
vecteur unitaire @) et 6 son angle.

Dans une base orthonormée directe (i, v, W) de E, la matrice de r est

1 0 0
0 cosf —sinf
0 sinf cosf

Pour z € F,
(soros)(s(z)) = s(r(z))
Dans la base orthonormée (s(@), s(?0), s(w)) de E, un calcul direct donne que la

matrice de sor o s est
1 0 0

0 cosf —sinf
0 sinf cosf
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Si dets =1, la famille (s(@), s(¥), s(&)) est directe et sor o s est la rotation d’axe
dirigé et orienté par s(@) et d’angle 6.

Si det s = —1, la famille (s(@), s(¥), s(W)) est indirecte et s o1 o s est la rotation
d’axe dirigé et orienté par s(@) et d’angle —6.

Exercice 28 : [énoncé]

On a
(gooog ) (g(u) = —g(u)

et pour g(v)Lg(u),
(gooog™)(g(v)) = g(v)

1

Ainsi go o g~! est la réflexion par rapport a g(u)* .

Exercice 29 : [énoncé]

f et g sont des rotations vectorielles et puisque f # g, on peut supposer, quitte a
échanger, que f # Id.

Si u dirige 'axe de f alors f(g(u)) = g(f(u)) = g(u) donc g(u) appartient & l’axe
de f puis g(u) = Au. Or g est une isométrie donc g(u) = u. Si g(u) = u alors g
est une rotation de méme axe que f. Si g(u) = —u alors v un vecteur unitaire de
Paxe de la rotation g. On a (u | v) = (g(u) | g(v)) = (—u | v) = —(u | v) donc

(u | v) = 0. Les axes de f et g sont donc orthogonaux. De plus, puisque u € {U}J‘
et g(u) = —u, g est un demi-tour et il en est de méme pour f.

Exercice 30 : [énoncé]

Soit R une rotation solution (s’il en existe).

La rotation R n’est pas I'identité et son axe est dirigé par le vecteur u =i — j + k.
Orientons cet axe par ce vecteur. Pour déterminer I'angle 6 de la rotation,
déterminons 'image d’un vecteur orthogonal a ’axe. Considérons

v=—2—j+k=-3i+u
Le vecteur v est orthogonal a u et
Rv)=1i+2j+k

On a
cosh— WIB@) 1
[[v[[ |1 R(v)]l 2

et le signe de sin @ est celui de

-2 1 1
Det (v, R(v),u)=| -1 2 —-1|=-9>0
1 1 1

On en déduit que R n’est autre que la rotation d’axe dirigé et orienté par u et
d’angle 0 = —2m/3.

Inversement, cette rotation est solution car pour celle-ci le vecteur u est invariant
alors et le vecteur v est envoyé sur le vecteur R(v) du calcul précédent ce qui
entralne que 7 est envoyé sur —j.

Exercice 31 : [énoncé]
Posons
Rl = ROtkﬂT/Q et RZ - R»Otcos 0i+sin 0j,m

La composée de deux rotations est une rotation, donc R; o Ry est une rotation.
Puisque les vecteurs k est u = cos#i + sin 8 sont orthogonaux

Ro(k) = —k

et donc
R1 o Rg(k‘) = —k

On en déduit que R; o Ry est un retournement dont ’axe est orthogonal a k i.e.
inclus dans Vect(s, j).

Puisque
Ro(u) = u et Ry(u) = —sin i 4 cos 0
on a
Ry 0 Ry(u) = —sin i 4 cosdj
et donc

u+ Ry o Ry(u) = (cos — sin )i+ (cosf +sinf)j # 0

dirige I’axe du retournement.

Exercice 32 : [énoncé]

a) Les valeurs propres d’une matrice U de O, (R) ne peuvent étre que 1 et —1. Si
celle-ci est diagonalisable alors X2 — 1 = (X — 1)(X + 1) 'annule et donc elle
vérifie U? = I,,. Les matrices de O, (R) diagonalisables sur R sont les matrices des
symétries orthogonales.
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b) Soit U € O, (R). La matrice U est semblable sur R & une matrice diagonale par

blocs de blocs diagonaux

sinf cos6

(1), (-1) ou ( cosf) —sind )

Or cette derniére est diagonalisable sur C semblable a

et? 0
0 efie

En raisonnant par blocs, on peut affirmer que U est diagonalisable sur C.

Exercice 33 : [énoncé]
D’une part o - -
F(OX) QX ='X'00X =X X

et d’autre part o o -
FQX) QX =TAX)AX = [\ IXX

Puisque *X X est un réel non nul, on en déduit |\| = 1.

Exercice 34 : [énoncé]
a) Soit A une valeur propre complexe de A et Z un vecteur propre associé.
Ona AZ =\Z et AZ = )\Z donc

WAZ)AZ = |\**ZZ
On a aussi o o -
WAZ)AZ ='7'AAZ =27

Puisque ‘{ZZ = ||Z||* € R*, on obtient |\|* = 1.
b) Ecrivons A = e?. L’identité AZ = \Z donne

AX = cosfX —sinfY
AY =sinfX + cos Y

11 est alors immédiat que Vect(X,Y) est stable par A.
¢) On a
27 ='XX -'YY + 2itXY

Or'ZAZ =e"ZZ et 'ZAZ =" ('AZ)Z =" (A7'Z) Z =e "' ZZ. On en déduit

1272 =727

Or 2% £ 1 (car A non réelle) donc *ZZ = 0 puis
XX =YY et 'XY =0

Quitte & multiplier les colonnes X et Y par un méme scalaire unitaire, on peut
affirmer que la famille (X,Y") est une base orthonormée du plan Vect(X,Y). En
orientant ce plan par cette base, ’endomorphisme induit apparait comme étant
une rotation d’angle 6.

Exercice 35 : [énoncé]
Il existe une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de u est diagonale
par blocs de blocs diagonaux

(1), (~1) ou ( cosf —sinf >

sinf)  cos®

Pour que (u —1d)? = 0, il faut et il suffit qu’il n’y ait que des blocs (1) ce qui
correspond au cas ou u = Id.

Exercice 36 : [énoncé]
Un tel endomorphisme est représenté dans une base orthonormale par une matrice
A vérifiant

AcO,(R)et ‘A=A

On a alors A2 =tAA = I,,. L’endomorphisme est donc une symétrie, de surcroit
orthogonale.
La réciproque est vraie.

Exercice 37 : [énoncé]
Soit « € ker f et y = f(a) € Imf.
On a
(@ly) = (x]f(a) =(f(z)|a)=0

Les espaces ker f et Imf sont donc orthogonaux. Ils sont alors en somme directe
et puisque la formule du rang donne

dimker f + dimImf = dim E

on peut affirmer que ces espaces sont supplémentaires.
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Exercice 38 : [énoncé]

Soit e une base orthonormale de E.

Notons A et B les matrices de f et g dans la base e.
Ces matrices sont symétrique et

"(AB) = AB < BA= AB

Ainsi
fog est symétrique < fog=gof

Exercice 39 : [énoncé]
a) f est évidemment un endomorphisme de E et pour z,y € E,

(f(@) [y) = (z [y) + k(z | a)(y | @) = (x| f(y))

Ainsi f est symétrique (et donc diagonalisable dans une base orthonormale).
b) f(a) = (1 4+ k)a donc 1 + k € Spf et Vecta C By (f)-

Pour z € Vect(a)*, f(z) = x donc 1 € Spf et (Vecta): C E1(f).

On peut alors conclure que si k # 0

Spf ={1,1+k}, E1y(f) = Vecta et E1(f) = (Vecta)*

car la somme des dimensions des sous-espaces propres de f est égale a n.

Dans le cas k=0, on a f =1d.

On peut aussi représenter f par une matrice diagonale en considérant une base
orthonormée dont le premier vecteur est le vecteur a.

Exercice 40 : [énoncé]
a) L’application f est évidemment bien définie de F dans E et est aussi linéaire
car

JAz+py) = Ae+ py +k(Mz | a) + p( | a) a = Af(x) + pnf(y)
L’application f est donc endomorphisme de E. De plus

(f(@) [y) = (z [y) + k(z | a)(y | a) = (x| f(y))

Ainsi 'endomorphisme f est symétrique (et par conséquent diagonalisable dans
une base orthonormée).

b) Si f(x) = 0g alors « + k(x| a)a = 0g et donc = € Vecta.

Or f(a) = (14 k)a # 0g donc ker f = {Og} et par suite f est un automorphisme
de E.

c¢)Ona f(a)=(1+k)adonc 1+k e Spf et
Vecta C E141(f)
Pour z € Vect(a)*, f(z) = x donc 1 € Spf et
(Vecta)t C EyL(f)
On peut alors conclure que si k # 0 alors
Spf ={1,1 -k}, E11x(f) = Vecta et E1(f) = (Vecta)™

car la somme des dimensions des sous-espaces propres de f ne peut excéder n.
Dans le cas k=0, on a f = Id.

Exercice 41 : [énoncd]
Si p est une projection orthogonale alors

Va,y € B, (x| p(y)) = (z—p(z) | p(y))+(p(x) | p(y)) = (p(z) | p(y)—y)+(p(z) | y) = (p(z) |

Ainsi, 'endomorphisme p est symétrique.
Inversement, si p est symétrique alors Imp = (kerp
orthogonale.

)L et donc p est une projection

Exercice 42 : [énoncé]
a) En développant

u(P)(X) = kf:_o (Z) </01 "= p(t) dt) x*

Ceci assure la bonne définition de I’application u : E — E et permet aussi de
vérifier sa linéarité.
b) Pour P,Q € E,

(u(P)| Q) = /01 (/01 (x+t)"P(t) dt) Q(z) dz

et par le théoreme de Fubini

(w(P) | Q) = //[071]2 (¢ + 0" P()Q(x) dt da = /01 (/01 (2 +0)"Q(x) d:c) P(t) dt
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ce qui se relit
(u(P) | Q) = (P u(Q))

¢) Les coefficients diagonaux de la matrice de u dans la base canonique sont les

1
" /t”*’“xtkdt:L "
k 0 n+1 k

La trace de u est donc donnée par

"1 n on
tru = -

Exercice 43 : [énoncé]
a) En décomposant = et y on observe

(p(z) [ y) = (p() | p(y)) = (z | p(v))
b) Pour z,y € E,

(p(a(p())) 1 y) = (¢(p(x)) | p(y)) = ... = (= | p(q(p(x))))

¢) (Imp + ker ¢)* = (Imp)+ N (ker ¢)+ = ker p N Img.
d) poqop est autoadjoint donc diagonalisable. De plus Imp est stable par pogop
donc il existe donc une base (eq,...,e,) de Imp diagonalisant 1’endomorphisme
induit par pogop. On a alors (po gop)(e;) = \e; avec \; € R. Or e; € Imp donc
p(e;) = e; puis

(pog)(ei) = Aiei
On compléte cette famille de vecteurs propres de p o ¢ par des éléments de ker g
pour former une base de Imp + ker q. Sur ces vecteurs complétant, g est nul donc
p o q aussi.
Enfin, on compléte cette derniere famille par des éléments de Img N ker p pour
former une base de E. Sur ces vecteurs complétant, p o g est nul car ces vecteurs
sont invariants par ¢ et annule p. Au final, on a formé une base diagonalisant p o q.

Exercice 44 : [énoncé]
a) (i)=(ii) par le théoreme de Pythagore.
(ii)=(i) Supposons (ii). Pour x € Imp et y € kerp, p(x + Ay) = x donc

2 2
[2]” < llz + Ay

puis
2
0 < 2X(x [ ) + A [ly|
Cette relation devant étre valable pour tout A € R, on a (z | y) = 0.

Par suite Imp et ker p sont orthogonaux et donc p est une projection orthogonale.
(i)=(iii) car en décomposant x et y on observe

(p(z) [y) = (p(=) | p(y)) = (= [ p(y))

(iii)=(i) car Imp = (ker p)=.
b) a) Pour z,y € E,
Non défini

B) (Imp + ker )+ = (Imp)+ N (ker )+ = ker p N Img.
v) poqop est autoadjoint donc diagonalisable. De plus Imp est stable par pogop
donc il existe donc une base (eq,...,e,) de Imp diagonalisant I’endomorphisme
induit par po gop. On a alors (po gop)(e;) = A\;e; avec A; € R. Or e; € Imp donc
p(e;) = e; puis

(poq)(e:) = Aiei
On complete cette famille de vecteurs propres de p o ¢ par des éléments de ker g
pour former une base de Imp + ker ¢q. Sur ces vecteurs complétant, ¢ est nul donc
p o q aussi.
Enfin, on complete cette derniere famille par des éléments de Img N ker p pour
former une base de E. Sur ces vecteurs complétant, p o ¢ est nul car ces vecteurs
sont invariants par ¢ et annule p. Au final, on a formé une base diagonalisant p o q.

Exercice 45 : [énoncé]
a) Rappelons que les projections orthogonales sont symétriques.
Pour z,y € E,

(p(a(p())) | y) = (q(p(x)) [ p(y)) = ... = (= | p(e(p(z))))

poqop est un endomorphisme symétrique ; on en déduit qu’il est diagonalisable.
Soit A une valeur propre de po g o p et x un vecteur propre associé, x # 0.
D’une part
2
(pogop(x)|z) = Al

D’autre part

2

(pogop(x)|z) = (gop(x) | p(z)) = (¢ o p(z) | p(z)) = [la(p(z))]]

Or puisque p et ¢ sont des projections orthogonales

0 < lla(p@)” < llp(2)]* < |||
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Par suite A > 0 et XA < 1.
b) Par passage a l'orthogonal

(Imp + ker )+ = (Imp)* N (ker ¢)* = ker p N Img

¢) poqop est diagonalisable et Imp est stable par cet endomorphisme, il existe
donc une base (eq,...,e,) de Imp diagonalisant ’endomorphisme induit par
pogop. On a alors (pogop)(e;) = Me; avec A; € R. Or ¢; € Imp donc p(e;) = e;
puis (p o q)(e;) = Aes.

On compléte cette famille de vecteurs propres de p o ¢ par des éléments de ker g
pour former une base de Imp + ker q. Sur ces vecteurs complétant, g est nul donc
p o q aussi.

Enfin, on complete cette derniere famille par des éléments de Img N ker p pour
former une base de E. Sur ces vecteurs complétant, p o ¢ est nul car ces vecteurs
sont invariants par ¢ et annule p.

Au final, on a formé une base diagonalisant p o q.

Enfin, par ’étude qui précede, les valeurs propres de p o ¢ non nulles sont valeurs
propres de p o g o p donc comprises entre 0 et 1.

Exercice 46 : [énoncé|
a) L’application (.,.) est évidemment une forme bilinéaire symétrique.
Puisque
(x,2) = 22 + 522 — w119 = (21 — 222)? + 22
cette forme bilinéaire symétrique est aussi définie positive et c’est donc un produit

scalaire.
b) De fagon immédiate

Imu = Vect(1,0) et ker u = Vect(—a, 2)
Si ’'endomorphisme est symétrique alors Imu = ker u" et donc
((1,0),(-a,2))=—a—4=0

et donc a = —4.
Inversement, si a = —4 alors les vecteurs (1,0) et (—a,2) sont orthogonaux et ’on
peut diagonaliser u dans une base orthonormale.

Exercice 47 : [énoncé]

a) L’application est évidemment linéaire de R? dans R3

b) Si f, conserve la norme alors en particulier || for(u)| = |lu|| i.e.
11+ a'[ [Jull = [Ju]-

La seule valeur ¢’ non nulle est alors a’ = —2.

Inversement f_o se reconnait comme la réflexion d’hyperplan Vect(u)* et
conserve donc la norme.

¢) On vérifie aisément par le calcul

Va,y € R3, (fa(2),y) = (2, fa(y))
On en déduit que f, est un endomorphisme symétrique.
Pour z € Vect(u), on a f,(z) = (1 + a)z et pour x € Vect(u)*, f.(x) = z.
On en déduit que 1 4+ a et 1 sont valeurs propres de u avec

Frya(fa) = Vect(u) et Ey(f,) = Vect(u)*

Il n’y a pas d’autres valeurs propres (plus assez de place dans R3...).

Exercice 48 : [énoncé]

Si A\ est valeur propre de f et si x # 0 est vecteur propre associé alors

(f(z) | ) = 0 donne A = 0. Sachant que f est diagonalisable car symétrique et
que Sp(f) C {0}, on peut conclure f = 0.

Exercice 49 : [énoncé]
Par le théoreme spectral, ’endomorphisme wu est orthodiagonalisable.
Soit e = (e, ..., e,) base orthonormale formée de vecteurs propres de u associés
aux valeurs propres Aq, ..., A,.
Pour z € F, on peut écrire x = x1e1 + - - - + x,€, et alors
u(x) = Mzier + - + A\pzpen

Puisque B est orthonormale,

Sachant
n
2
|z =" a7
i=1

on obtient aisément ’encadrement proposé.
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Exercice 50 : [énoncé] donc

Par le théoreme spectral, ’endomorphisme u est orthodiagonalisable. max (f(z)]z) <A
Soit e = (eq, ..., e,) base orthonormale formée de vecteurs propres de u associés ) vesny

aux valeurs propres A1,..., A,. puis

Pour tout x € F, on peut écrire x = x1e1 + - - - + x,€, et alors min max (f(z) | z) <Ay

Vey, zesSnV
u(x) = Mzier + -+ Appen.

Puisque e est orthonormale et finalement I'égalite.

n n
2 _ 242 2 - 2
lu(@)” = 2>\1 zi et 2% Exercice 52 : [énoncé]

= = Si Amin = min Spu et Apax = max Spu, on montre en introduisant une base
Puisque A7 < k2, on obtient orthonormée diagonalisant u que

[u(z)]| < Kl ) )

Va € B, Amin [l2]|” < (w(@) | 2) < Amax [|2]|
Exercice 51 : [énoncd] Pour qu’il existe un vecteur unitaire appartenant a H,, il est nécessaire que
Soit (eq,...,e,) une base orthonormale de E formée de vecteurs vérifiant 1 € [Amin, Amax]-
Inversement, supposons 1 € [Amin, Amax]-
fe:) = Nie; Si Amin = Amax alors la réciproque est immédiate.

Supposons désormais Apmin < Amax. On introduit e,;, vecteur propre unitaire

Soit V' € V,. Etablissons RN o AN s
associé & Apin et eqax vecteur propre unitaire associé & Anpax. Considérons enfin

Jmax (f(a) [ ) > X

On a eg = cos(6)emin + sin(f)emax
n
(f(z) | z) = Z i Puisque emin €t emax sont unitaires et orthogonaux, on vérifie ||eq|| = 1.
i=1 Considérons ensuite f(0) = (u(ep) | eg). La fonction f est continue, f(0) = Apin €t
Considérons W = Vect (e, en). OnadimV =pet dimW =n —p+ 1 donc f(m/2) = Amax dont, en vertu du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe
ey €n).

V N W n’est pas réduit au vecteur nul. 0 € [0,7/2] vérifiant ey € H,.

Pourz e VNWNS, ona

= 9 = 9 Exercice 53 : [énoncé
(f(z) | =) = ZA’% Z A le = a) tA = A? donLe auss]i A=1A2%) = (*A)2 = A% Or A est inversible donc
P P A3 =1,.
et donc Enfin tAA = A% = I,, et donc A est orthogonale.
max (f(z)|z) =X b) L’endomorphisme induit par f sur le noyau de f2 + f + Id est représentable

zesSnv par une matrice M € M, (R) vérifiant M? + M + I, = O,. Cette matrice est

) diagonalisable dans M,,(C) avec les deux valeurs propres complexes j et j2 = j.
‘grél\r}p Lren:?ri(v(f(x) [2) 2 Ap Celles-ci ont méme multiplicité m et donc p = dimker(f? + f + Id) = 2m est un
entier pair. De plus M est alors semblable dans M,,(C) & une matrice diagonale
avec des blocs diagonaux diag(j, j2). Or la matrice de rotation

Par suite

Pour V' = Vect(es,...,ep) € Vp, 0n a

VreVns, (fx)|z) = zp:m? <A zp:xf =)\ O ( CS?ISI((;;//??)) —C;réi%?;) >

i=1 i=1
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est aussi semblable & la matrice diag(j,j2) dans My (C).

En raisonnant par blocs, on obtient que la matrice M est semblable dans M,,(C)
a une matrice diagonale par blocs de blocs diagonaux 2. Or ces deux matrices
sont réelles et il est « bien connu »que deux matrices réelles semblables sur
M,,(C) le sont aussi sur M, (R).

Enfin, par le lemme de décomposition des noyaux

R" = ker(f — Id) @ ker(f* + f +1d)

et dans une base adaptée a cette décomposition, on obtient que f peut étre
représenté par une matrice de la forme

diag(1,...,1,9Q,...,Q)

Exercice 54 : [énoncé]
On a

AT = A% x (A'A) = A%A

puis
AT = A% (P4)° = A(4)°
Ainsi X7 — X4 = X4(X? — 1) annule A.
Ce polyndme n’est pas a racines simples, mais en montrant

— AU (A'A) = A% A = A*

ker A* =ker A
on pourra affirmer que le polynéme X (X3 — 1) annule aussi A et, ce dernier étant
scindé a racines simples sur C, cela sera décisif pour conclure.
Evidemment ker A C ker A%. Inversement, soit X € ker A%. On a

ATAAX = A*X =0

donc
[FAAX|]” = 'XPAA'AAX =0

et par conséquent AAX = 0. Alors
|AX]? = X' AAX =0

et donc AX = 0. Ainsi ker A* C ker A puis 'égalité.

Exercice 55 : [énoncé]

Soit M solution, M est diagonalisable sur C avec pour valeurs propres j et j2.
Puisque trM est réel, les valeurs propres j et j2 ont méme multiplicité. Par suite
n est pair, n = 2p.

Nous allons montrer, en raisonnant par récurrence sur p qu’il existe une matrice
orthogonale P tel que

J (0)
PMP! = .
(0) J

avec
~1/2
J = Ror/3= ( V3/2

PournQ:M(a b>.
c d

tMM—MtM<:>{

_\/:7)/2
71/2 OuJ:R_gﬂ-/g

ab+cd = ac+ db

b? = 2

Si b= calors M est symétrique donc diagonalisable sur R ce qui n’est pas le cas.
Il reste b = —c et donc a = d.

Ainsi M = ( _ab Z ) et la relation M2 + M + I = 0 donne
a2 - +a+1=0
2ab+b=0

puis

a=-1/2

b=+V3/2
ce qui permet de conclure (car le cas b = 0 est a exclure).
Supposons la propriété établie au rang n = 2p et étudions le rang n = 2p + 2.
Soit M une matrice solution.
La matrice S = *M + M est symétrique et donc il existe X # 0 tel que SX = )\ X.
On observe alors que I'espace F' = Vect(X, M X) est stable par M et par 'M. Par
suite F- est aussi stable par M et ‘M. On peut alors appliquer Iétude menée
pour n = 2 & 'action de M sur F et Ihypotheése de récurrence a celle sur F*.
Cela établit la récurrence. Il ne reste plus qu’a souligner que les matrices ainsi
obtenues sont bien solutions.
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Exercice 56 : [énoncé]

a) Soit M solution. On a M *MM) = I, et aussi ({MM)*M = I,,.

Ainsi l'inverse de la matrice MM est égale & M et & M. On en déduit M = *M.
b) Soit M solution. La matrice M est donc symétrique et vérifie M3 = I,,.
Puisque X? — 1 est annulateur de M, 1 est sa seule valeur propre réelle.

Puisque M est symétrique réelle, M est diagonalisable dans M., (R).

Au final M est semblable & I,, donc M = I,,.

Réciproque immédiate.

Exercice 57 : [énoncé]

Soit M solution. M* =*(M?) = M donc X* — X est annulateur de M et puisque
0 et 1 ne sont pas valeurs propres de M, X3 — 1 puis X? + X + 1 sont annulateurs
de M.

Ainsi, on peut affirmer M3 ='MM = I (ainsi M € O,(R)) et M?> + M + I = 0.
Pour X # 0, P = Vect(X, M X) est un plan (car il n’y a pas de valeurs propres
réelles) stable par M (car M2 = —M — I). La restriction de M & ce plan est un
automorphisme orthogonal sans valeur propre, c’est donc une rotation et celle-ci
est d’angle +27/3 car M3 = I,,. De plus ce plan est aussi stable par M? =M
donc P est stable par M ce qui permet de reprendre le raisonnement & partir
d'un X’ € P\ {0}. Au final, M est orthogonalement semblable & une matrice
diagonale par blocs et aux blocs diagonaux égaux a

V3/2 ) ou ( —1/2

—V3/2
-1/2 V3/2 )

~1/2
(A N

La réciproque est immédiate.
Exercice 58 : [énoncé]

Montrons maintenant la propriété demandée en raisonnant par récurrence sur la
taille n € N* de la matrice.

Casn=1:
C’est immédiat.
Casn=2:

Si la matrice
M = ( ¢
c

commute avec sa transposée alors

b
)
V=c*et(a—d)(b—c)=0

Si b = c alors M est symétrique réelle donc orthogonalement diagonalisable.

Sinon b = —c avec b # 0 puis a = d. La matrice M s’écrit alors

=5 0)

Supposons la propriété établie aux rangs n — 1 et n avec n > 2.
Soit M € Mj4+1(R) commutant avec sa transposée. Introduisons u
I’endomorphisme de R"*! canoniquement associé & M. Commencons par montrer
qu’il existe une droite ou un plan vectoriel stable par u. Soit P un polynéme
annulateur unitaire de u (par exemple son polyndme caractéristique). On peut
factoriser P dans R [X] pour écrire

P=PP..P,
avec Py, Py, ..., Py, polynomes irréductibles unitaires (pas nécessairement
distincts).
Puisque ker P(u) = E, ’endomorphisme P;(u) o Po(u)o...0 P, (u) est nul et par
conséquent non injectif. Il existe alors k € [1,m] tel que Py(u) est non injectif.
Considérons = # O dans ker Py (u).
Si deg P, = 1 alors P, = X — \ et x est vecteur propre de u. La droite
F = Vect(x) est alors stable par u.
Si deg P, = 2 alors Py, = X2 + pX + q (avec A = p? — 4¢q < 0) et le plan
F = Vect(z, u(x)) est alors stable par u.
Introduisons une base orthonormée adaptée au sous-espace vectoriel F', la matrice
de u dans cette base est de la forme

A
v= (5

Les matrices M et N sont orthogonalement semblables ce qui permet d’écrire

g ) avec A € M1(R) ou M3y(R)

M = PNP~ ' = PN'P avec P € O,(R)

L’identité MM = M*M donne alors NN = N*N. Or

A'A+ B'B B'C
t _
)etNN_( OB th)

tAA ‘AB

t —
NN = ( ‘BA 'BB+'CC

On en déduit
tAA = A'A+ B'B

puis en considérant la trace

tr (tAA) =tr (AtA) + tr (BtB)
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Or en exploitant l'identité tr(AB) = tr(BA), on obtient
tr(*BB) =0

Mais on reconnait ici le produit scalaire canonique sur M, (R) et donc B = 0.
Ainsi la matrice N est finalement de la forme

A 0
v=(5¢)
avec A et C vérifiant tAA = A'A et 'CC = C'C.
11 suffit ensuite d’appliquer 1’étude de cas initiale au bloc A et 'hypothese de
récurrence au bloc C pour établir que N (et donc aussi M) est orthogonalement

semblable & une matrice de la forme proposée.
Récurrence établie.

Exercice 59 : [énoncé]

A est diagonalisable car symétrique et ses valeurs propres sont nulles car racines
de X™. On en déduit que A est semblable & la matrice nulle et donc égale a la
matrice nulle.

Exercice 60 : [énoncé]

a) Puisque A et 'A commutent, on a (*AA)P = (*A)P AP = 0 et donc "AA est
nilpotente.

D’autre part, la matrice *AA est symétrique réelle donc diagonalisable. Etant
nilpotente, sa seule valeur propre possible est 0 et donc *AA est nulle car
semblable a la matrice nulle.

b) En exploitant le produit scalaire canonique sur M, (R) on a

|A|* = (A | A) = tr ("fAA) =0
et donc A=0

Exercice 61 : [énoncé]

La matrice ' AA est symétrique réelle donc diagonalisable (via une matrice de
passage orthogonale). Si A est valeur propre de *AA alors pour X vecteur propre
associé, I XTAAX = N'X X et 'X'AAX ='(AX)AX donc

(UX14%)
B

avec (. | .) produit scalaire canonique sur M, 1(R).

Exercice 62 : [énoncé]
a) Pour A inversible

det A.XtAA()\) = det(AtAA - )\A) = XAtA()‘)‘ det A

donc xta4 = xata puisque det A #£ 0.

Les applications A — xt44 et A — x4t étant continues et coincidant sur la
partie dense GL,,(R), on peut affirmer qu’elles sont égales sur M,,(R).

b) tAA est une matrice symétrique réelle donc diagonalisable. Ses valeurs propres
sont les racines de xt 44 et la dimension des espaces propres correspondent a la
multiplicité des racines respectives de xta4.

Puisqu’on a la méme affirmation pour A*A, on peut affirmer que 'AA et A*A sont
semblables car toutes deux semblables & une méme matrice diagonale.

Exercice 63 : [énoncé]

a) Puisque X AX = (! XAX) ='X'AX ona tXAX ='XBX.

b) Encadrons ‘X BX.

B est symétrique réelle donc orthogonalement diagonalisable.

Ainsi, il existe P € O, (R) vérifiant B = PD!*P avec D = diag(A1,..., ),

A € [Oz, ﬂ}

En posant Y =*!PX, on a {XBX =Y DY compris entre o'YY et B'YY avec
YY =tXX.

c¢) Soient A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé.

Ona AX =X et ' XA = XX donc ' XBX = M XX et ce qui précéde donne
A€ [a, f].

Exercice 64 : [énoncé]

a) La matrice est symétrique réelle donc orthogonalement diagonalisable et par
conséquent possede des valeurs propres toutes réelles. Bien entendu ces valeurs
propres sont en nombre fini.

b) Notons A1, ..., A, les valeurs propres comptées avec multiplicité de la matrice
A. Puisque la matrice A est orthogonalement diagonalisable, il existe une matrice
P € O,(R) telle que

A="'PDP avec D = diag(A1,...,A\n)

Pour tout colonne X ="' ( a3
Y=PX="(uy Yn ), on a

Tp ), en posant

'XAX ='YDY =) Ny}

i=1
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Or

n n n
)\min Z y? < Z )\zyf < )\max Z y12
i=1 i=1 =1
avec

%

Dy =YY ='X'"PPX ='XX =) a?
i=1 i=1

On en déduit

n n
>\min Z 1’? g tXAX g )\max Z le
i=1 i=1
En prenant la colonne élémentaire X = FE;, on obtient

>\min < Qg5 < )\max

)

Exercice 65 : [énoncé]
Notons Ay, ..., A, les valeurs propres de A. On a

detA=X... \pettrA=X 1 +---+\,

L’inégalité de convexité
|
Ar )" < S )

est bien connue, c’est la comparaison des moyennes géométrique et arithmétique
qui s’obtient par la convexité de ’exponentielle appliquée aux réels a; = In \;
lorsque A; > 0.

Exercice 66 : [énoncé]

La résolution est évidente si A est inversible puisque la matrice Q = A~'B
convient.

Dans le cas général, munissons R" de sa structure euclidienne canonique et
considérons les endomorphismes u et v de R™ canoniquement représentés par A et
B. La base canonique de R™ étant orthonormée on a uu* = vv*. Or il est connu
que r = rgu = rguu* donc Imu = Imuu* puis Imu = Imv.

Puisque dim ker v = dim(Imu)*, il existe p; € O(R™) transformant (Imu)* en

ker u. Considérons alors u’ = up;. On vérifie v/u'* = uu* et keru’ = (Imu)*. De
méme, on définit pa € O(R™) tel que v/ = vpg vérifie v/v™* = vo* et

ker v’ = (Imu)*.

Soit B une base orthonormée adaptée a la décomposition Imu @ Imut = R"™. Dans
A0 B 0

0 O)et( 0 O)avec
A', B’ € M, (R) inversibles et vérifiant A’*A’ = B"*B’. 1l existe alors Q' € O,.(R)

/
vérifiant B’ = A’Q’. En considérant p 'endomorphisme de matrice ( QO I 0 )

cette base les matrices de u' et v’ sont de la forme

dans B, on obtient v' = up avec p € O, (R).
Il en découle la relation v = u(p1pp; ") avec p1ppy * € OR™) qu’il suffit de
retraduire matriciellement pour conclure.

Exercice 67 : [énoncé]
M est diagonalisable et ses valeurs propres sont racines de XP — 1, elles ne
peuvent donc qu’étre 1 ou —1. Par suite M? = I,,.

Exercice 68 : [énoncé]

Par comparaison de noyau, il est facile d’obtenir : rgA = rgt AA.

La matrice ' AA étant symétrique réelle, elle est diagonalisable et donc son rang
est égal au nombre de ses valeurs propres non nulles comptées avec multiplicité.

Exercice 69 : [énoncé]

Cas M € GL,(R)

Soit u I’endomorphisme R” canoniquement représenté par M.

Il s’agit d’établir, que u transforme une base orthonormée en une famille
orthogonale.

On remarque que

(u(z) [uy)) = (v ou(z) | y)

L’endomorphisme u* o u étant symétrique, le théoréme spectral assure qu’il existe
une base orthonormée B = (ey, ..., e,) le diagonalisant. Par le calcul qui précede,
la famille (u(eq),...,u(e,)) est orthogonale.

De plus elle ne comporte pas le vecteur nul car u € GL(E). Posons alors B’ la
famille des vecteurs u(eg)/||u(ex)]|.

La famille B’ est une base orthonormée et la matrice de u dans les bases B et B’
est diagonale (a coefficients diagonaux strictement positifs).

Une formule de changement de base orthonormée permet alors de conclure.

Cas général : M € M, »(R)

Soit u lapplication linéaire de R™ vers R" canoniquement représenté par M.
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Posons I' = keru et G = Imu. La matrice de u dans une base orthonormée
adaptée a la décomposition F+ @+ F = R" au départ et dans une base

Exercice 71 : [énoncé]
Puisque symétrique réelle, la matrice A est orthogonalement semblable & la

orthonormée adaptée & la décomposition G &+ G+ = R™ a Parrivée est de la forme matrice D = diag(Ay, ..., \,) ce qui permet d’écrire

M' = < é 8 ) avec A € GL,.(R), r = rgM

L’étude qui précede permet de transformer A en une matrice diagonale D via

produit par des matrices orthogonales U et V :
UAV =D

En introduisant les matrices orthogonales

! U O ! V O
U_<O I’m—r>etv_<o In—7‘>

on obtient en opérant par blocs

2V A v D O
UMV—(O O)

Enfin par une formule de changement de bases orthonormées, il existe U”, V"

A="'PDP avec P € O,(R)

On a alors
tr(*AA) = tr(* PD?P) = tr(D?)

ce qui fournit la relation proposée.

Exercice 72 : [énoncé]
Soit A € R. On a de fagon immédiate

ker(A — AI,,) C ker(A?PTL — 2\2PFLL )
Or la matrice A est diagonalisable donc

n= Z dimker(A — AI,)

orthogonales telles que AESPA

I "

M =UTMV Puisque les A?P*! sont deux & deux distincts quand les A varient et puisque les
et on peut alors conclure. sous-espaces propres de AZP*! sont en somme directe, on peut affirmer que les
inclusions précédentes sont en fait des égalités.

Exercice 70 : [énoncé] Alnsi aptl 2 2ptl
a) Posons D = diag(A1, ..., \n). VA € R, ker(A — Al,) = ker(4 — AT L)
En notant a; j le coefficient d’indice (l,j) de la matrice A, le coefficient d’indice Puisqu’on a la méme affirmation pour _B7 on obtient
(i,4) de D™YAD est

A;l)\ja‘i,j V)\ e R, ker(A — Ajn) = keI‘(B — )\I’ﬂ)

La matrice D~'AD est alors symétrique si, et seulement si, ses coefficients
d’indices (i,7+ 1) et (i + 1,4) sont égaux i.e.
A Aigibi = A g
soit encore '
)\12+1 = /\1‘2 %
En choisissant A\; non nul quelconque et en posant

Ao = Aver/bi, .o A = Ac1V/ o1 /by

on forme une matrice D convenable.

b) D71AD est symétrique réelle donc diagonalisable et puisque A est semblable &

une matrice diagonalisable, elle I’est aussi.

Sachant que les matrices A et B sont diagonalisables et ont les mémes
sous-espaces propres, on peut conclure A = B.

Exercice 73 : [énoncé]

Puisqu’il est connu que xap = XBA, les matrices tAA et A'A possédent le méme
polynome caractéristique. Ces deux matrices ont donc les mémes valeurs propres
et ces dernieres ont méme multiplicité. Puisque ces matrices sont symétriques
réelles, elles sont toutes deux orthogonalement diagonalisables et donc
orthogonalement semblables & une méme matrice diagonale ce qui permet de
conclure.
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Exercice 74 : [énoncé]
La matrice *AA — A* A est symétrique réelle et donc diagonalisable. Sa trace est
alors égale a la somme de ses valeurs propres. Or

tr (PAA — APA) = tr ("AA) — tr (A'A) =0

car tr(AB) = tr(BA). Puisque toutes les valeurs propres sont positives, on en
déduit qu’elles sont toutes nulles et donc ‘AA — A'A est la matrice nulle car
diagonalisable de seule valeur propre 0.

Exercice 75 : [énoncé]
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

n n n
2
Al = D aisl < (| D0 120 D laisI* = nllAl,

i,7=1 i,j=1 2,j=1

Or la matrice A est orthogonalement semblable & une matrice de diagonale D. On
peut donc écrire A = PD!P avec P € O, (R) et alors

|A]]3 = tr ("fAA) = tr (P'D'PPD'P) = tr(PD?*'P) = tr(D** PP) = tr(D?)

Puisque A annule le polynéme X (X — 1), les valeurs propres de A ne peuvent
qu’étre égales a 0 ou 1 et donc

tr(DQ) =tr(D) =trd

et I'on obtient la relation proposée.

Exercice 76 : [énoncé]
a) Soit A une valeur propre de A et X # 0 un vecteur propre associé. On a
AX = 2X.
D’une part
EXAX = XXX = )X
D’autre part
EXAX =Y (MX)MX = |MX|?

donc )
x|

2 =
X

b) Pour j # i, on a
EXGAX; = (MX;)MX; =0

donc

AX; € Vect(X1, ..., Xi 1, Xis1,. .. Xn)t = Vect(X;)

et par conséquent X; est vecteurs propres de A.

Exercice 77 : [énoncé]
La matrice A est diagonalisable semblable &

D = diag(A1, ..., )

Posons C = D? + D + I,,. En montrant que D est un polyndme en C i.e.
D = P(C) on vérifie par similitude que A est un polyndéme en B & savoir
A= P(B).

On a

C = diag(u, ..., 1n) avec p; = )\?Jr)\i +1

On vérifie aisément que la fonction x — 23 + 2 + 1 est injective sur R. Ainsi les j;
égaux correspondent aux \; égaux et inversement ce qui permet de considérer un
polynoéme interpolateur construit de sorte que

V1<i<n, P(u) =\

On vérifie alors P(C') = D et l'on conclut.

Exercice 78 : [énoncé]
La matrice A est diagonalisable semblable &

D = diag(Ay,...,A\p) avec \; >0

Posons C = D? + D + I,,. En montrant que D est un polynéme en C i.e.
D = P(C) on vérifie par similitude que A est un polyndéme en B & savoir
A= P(B).

On a

C = diag(u,. .., 1n) avec pu; = )\? + N +1

On vérifie aisément que la fonction x — 2% + x + 1 est injective sur R*. Ainsi les
w; égaux correspondent aux \; égaux et inversement ce qui permet de considérer
un polynéme interpolateur construit de sorte que

V1<i<n, P(u) =\

On vérifie alors P(C) = D et l'on conclut.
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Exercice 79 : [énoncé]

a) Si A et B sont orthogonalement semblables, ces deux matrices sont semblables
et ont donc méme trace et méme déterminant. On en tire les conditions
nécessaires a +c = 4 et ac — b? = 3

Inversement, si a + ¢ = 4 et ac — b> = 3 alors A et B ont le méme polynome
caractéristique X2 —4X + 3 de racines 1 et 3. Les matrices A et B étant
symétriques réelles, elles sont toutes les deux orthogonalement semblables a

D = diag(1, 3) et donc A et B sont orthogonalement semblables.

Pour a fixé, on trouvera b et ¢ convenables si, et seulement si, on peut trouver
b€ R tel que b = ac — 3 = a(4 — a) — 3 d’out la condition nécessaire et suffisante
1<a<3.

Par symétrie, pour c¢ fixé, on obtient la condition 1 < ¢ < 3.

b) Le raisonnement est analogue au précédent en parlant seulement de matrices
semblables et ’on obtient la condition double a + d = 4 et ad — bc = 3.

Pour a fixé, il existe toujours b, ¢, d € R tels que A et B soient semblables : il suffit
de prendre d = 4 — a et b et ¢ de sorte que bc = —a® + 4a — 3.

Pour d fixé : idem.

¢) La fonction (P, Q) — det (PA'P + QB'Q) est continue, & valeurs réelles et
définie sur le compact non vide O, (R) x O, (R), elle y admet donc un maximum.
d) Apres réduction, la matrice symétrique réelleA est orthogonalement semblable
a la matrice D = diag(v/5, —v/5) ce qui permet d’écrire A = UD'U avec

U € O3(R). On a alors

det(PA'P + QB'Q) = det(D + VB'V)

avec V = U PQ parcourant Oz(R). La matrice VB!V est de la forme

(Z l;) aveca+c:47ac—b2=3et1<a<3

et donc
det(PA'P + QB'Q) = 2(2 — a)V/5 — 2

est maximal pour a = 1. Finalement

t t _ _
pnax | det (PAP+ QB'Q) = 2 (JE 1)

e) Non, prenons par exemple

0 0 0 0
A‘(o 1>etB_(o 1)

La matrice

est semblable & B et peut donc s’écrire C' = QBQ~! avec Q € GLy(R). Pour
P =I5 € GLy(R), on obtient

r 2—x

PAP™' +QBQ ! = ( I 1“:)

de déterminant

x2—z)—z(l—2)=2 —— 400
r—+00

f) En remplagant A; par une matrice orthosemblable, on peut supposer A; de la

forme
a; 0
Az—<0 ﬂi)avecozl/ﬁl

et donc écrire

_tr(Ay) 5 0 oy ;
A, = I2+(0 _6i>avec<5i— 5 >0

Une matrice orthogonale P; peut s’écrire sous la forme

p - ( closei —sin 6; ) ou P, = ( cos 0;
sin 6;

sin 91
cos 0; sinf); —cosb;
et alors dans les deux cas

. ,t . =
PAi'P: = —0; cos(26;)

tr(A;) I §; cos(26;)
2 2 51 SIH(QQZ)

En posant

m = % (br(Ay) + -+ + tr(Ay))

on peut écrire

k
det (PLA'Py + -+ + P, A" Py,) = det (mIQ " Z < d; cos(26;)

62’ Sin(29i)
— 0;sin(20;)  —4; cos(26;)

et apres calcul
k 2 k 2
det (PLA Py + -+ P AP = m? — (Z J; cos(29i)> + ( 8 sin(29i)>
i=1 i=1

Pour maximiser le déterminant, il suffit de savoir minimiser la fonction donnée par

2 2

k k
flag,...,ag) = (Z 0; Cos(ai)> + (Z 0; sin(ai)>
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On peut interpréter f dans le plan complexe

flag,...,ax) = |51em1 + o4 opet™

Quitte a réordonner les matrices A;, on peut supposer
0y 202...20

Cas 61 <02+ -+ 0

On peut montrer que la fonction f s’annule : c’est assez facile si k = 2 car alors
01 = dg, C’est aussi vrai si k > 3 en établissant que le systéme suivant possede une
solution

dgsina = d3 sin B
Spcosa+03cos B =0, — (64 + -+ )

que ’on obtient avec

(;3 sin ﬂ

a = arcsin ( > et § € [0,7/2] bien choisi

Dans ce cas le maximum de det (PyA;'Py + -+ + Py At Py,) vaut m2.
Cas 61 > g+ -+ 0k
La fonction f ne peut s’annuler car

|6leio‘1 oo Opet

=0=6 = (526“0‘2’&1) et 5kei(“*‘*“1)>

et en passant au module on obtient alors §; < do + - -+ + .
La fonction est de classe C! et admet donc un minimum sur le compact [0, 27r}k
qui est un point critique. Si (1, ..., %) est un point critique alors

of

Vlglg‘l@i(/@lv

8ai 7Bk) =0

ce qui donne

k k
V1 < i< k,CsinB; = S cosp; avecC’:Zéjcosﬁj et SzZéjsinﬁj

j=1 j=1

Ici (C,S) # (0,0) car on est dans le cas ou la fonction f ne s’annule pas. On
obtient alors

cosB; cos fB;
sin 8; sing;
Les points du cercles trigonométriques repérés par les angles /3; et 8; sont alors
confondus ou diamétralement opposés. Cela permet d’écrire pour chaque indice ¢

=0

cos f3; = e;cosa et sina; = g;sina

avec €; = +1 et a un angle fixé. On a alors

k 2
FBrs-ns Bn) = (Zm)
i=1

2
2

m? — i = (m — p)(m + p)

et donc

k
el
i=1

min f = min
€1,..,6n==%1

et alors la borne supérieure cherchée vaut

Cette quantité peut aussi s’interpréter comme égale a
A(2m —))

avec A la quantité la plus proche de m que 'on parvient & obtenir en sommant k
valeurs chacune choisies parmi les deux valeurs propres possibles de chaque
matrice Aq,..., Ag.

Cette résolution m’a pris des heures. . . elle me semble bien compliquée et
n’exploite pas la positivité des matrices A; ! Néanmoins I'expression compliquée de
la solution et, notamment la discussion, ne me semble pas pouvoir étre évitée !

Exercice 80 : [énoncé]

a) On a a; ; = (e;,x;), b j = (e;,y;) donc

[tAB]m. = Z (ers i) (en,ys) = (i, yj)
k=1

b) La condition étudiée sera remplie si, et seulement si, *AB = I,,. Il existe donc
une unique famille y solution et celle-ci est déterminée par

B = (tA)_1
La matrice B étant inversible, la famille y est une base et
P = Mat,y = Mat, ,Idg x Mat, JIdg = A™'B

ce qui donne P = M~! car M = tAA.
c) Supposons A\1z1 + -+ + Az, = 0g. Notons I = {i € [1,n] /\; > 0} et

J=[1,n]\I. On a
Z)\il‘i = —Z)w.%‘i

icl icJ
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donc

Z )\l‘.’lﬁi

icl

- <Z )\ixi7z>\¢$i> =— Z Aij (T3, 25)

iel ieJ (i,5)€IxJ

Or, dans les termes sommés, A;A; < 0 et (x;, ;) < 0 donc

2

iel

On en déduit
> Xiwi =0g
iel

En faisant le produit scalaire avec un vecteur v comme dans 1’énoncé, on obtient

Z)\z <.Ti,1}> =0

el

avec \; > 0 et (z;,v) > 0 pour tout ¢ € I. On en déduit I = (.
Un raisonnement analogue fournit aussi

{iel,n] /) <0} =0

et I'on conclut que la famille x est libre. C’est donc une base puisqu’elle est de
longueur n = dim F.

d) On a M ='AA et la matrice S est diagonalisable car symétrique réelle. Pour
étudier ses valeurs propres, commencons par étudier celles de M. Soit A une
valeur propre de M et X vecteur propre associé. On a M X = AX donc

[AX]? = ' XTAAX = XXX = )| X

avec || X > 0 et [JAX]||> > 0 (car A est inversible) donc A > 0.

Aussi ,

JAX)P =3[ aijey

i=1 \j=1
avec aq, ..., ay les coefficients de X.
Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz
n n n
2 2 2
lAXIF <) | Doad; x Y a3
i=1 \j=1 j=1

et on peut méme affirmer qu’il n’y a pas égalité car X ne peut étre colinéaires aux
transposées de chaque ligne de A. On a alors

AP <D D ek, | IXIP =" (Z a?,]) IX)1* = n X

i=1 \j=1 j=1 \i=1

car les colonnes de la matrice A sont unitaires puisque [z;]* = 1.
On en déduit A < n et finalement

SpM C ]0,n[

En conséquence
SpS C ]0,1]

e) On écrit S = QDQ~"! avec D diagonale a coefficients diagonaux dans ]0, 1[. On
a

M= l(I -9t = lQ(I -D)7'Q7!
n n
Or
+oo
(I-D)y'=I+D+D*+---=% D"
n=0

avec convergence de la série matricielle. On en déduit
1
M11== E S™
n n=0

La matrice S est & coefficients positifs, ses puissances aussi et donc M~ est &
coeflicients positifs.
f) En reprenant les notations précédentes

M-l — A1 (tA)’l ="'BB = ((yi,y;))

1<i,j<n

Exercice 81 : [énoncé]
Notons que les matrices A et B sont des matrices de projections orthogonales car
symétriques et idempotentes.
Les cas A = O; et A = I, sont immédiats. De méme pour les cas B = Oy et
B =1I.
On suppose dans la suite ces cas exclus et on travaille donc sous 'hypothese
supplémentaires
rgA=rgB =1
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a) Si ImB = ker A alors AB = O3 est donc AB est diagonalisable.
Si ImB = ker A alors en passant a I'orthogonal ImA # ker B.

Les droites ImA et ker B étant distinctes dans le plan, elles sont supplémentaires.

Considérons une base (X1, Xo) adaptée a la supplémentarité de ImA et ker B.
ABX, = A(BX;) € ImA donc on peut écrire ABX; = AX; car ImA = Vect X.
ABX5; =0 car BX, =0.
Ainsi la base (X1, X2) diagonalise la matrice AB.
b) Il s’agit ici essentiellement d’encadrer la valeur A introduite dans ’étude
précédente quand ImB # ker A.
On a

MIX1[* = (AXy | X1) = (ABX: | X3)

Puisque X; € ImA, on peut écrire X; = AU et alors
(AX1 | X1) = (ABAU | AU)
Puisque A est symétrique
(ABAU | AU) = (BAU | A?U)

Puisque A2 = A
(BAU | A%U) = (BAU | AU)
Enfin en procédant de fagon semblable

(BAU | AU) = (B*AU | AU) = (BAU | BAU) = | BX,|*

Au final
2 2
X1 []" = |BX]|

Or B correspond & une projection orthogonale donc ||[BX1||* < || X1 et on peut
affirmer

A €0,1]

Exercice 82 : [énoncé]

a) La matrice M est symétrique réelle donc diagonalisable.

b) Pour X € E,ona MX = ABTX + BATX = (B,X) A+ (A, X) B. Les
colonnes A et B n’étant pas colinéaires

MX =0« (A,X)=(B,X)=0

On en déduit
ker M = (Vect(A, B))"

Par la formule du rang, on obtient rg(M) = 2.
¢) On complete la base (A4, B) de Vect(A, B) par une base de ker M et 1’on obtient
que la matrice M est semblable a la matrice

(4.B) B 01
||AH <A7B> Ol,n—2
On—Q,l On—2,1 077,—2

L’étude des valeurs propres de cette matrice, donne
SpM = {0, (A, B) — [ A |B][, (A, B) + [[A]l | BII}
Pour la valeur propre A = (A4, B) — || A|| || B]|, le sous-espace propre associé est
Vect (|| B A - [|Al| B)
Pour la valeur propre A = (A, B) + || A|| || B]|, le sous-espace propre associé est
Vect (|| B[ A + [|A]| B)

et enfin, pour A =0,
Vect(A, B)*

Exercice 83 : [énoncé]
Sp(J) ={0,n}, Eo(J) :x1+---+a, =0et B (J) 121 = ... = zp.
Les matrices

D = diag(n,0,...,0)

et
1/vn 1/V/2  1/V/6 1/vVnZ—n
D —1V2 1VE :
P= —-2/v6 :
Ve =7
1/v/n  (0) —(n—1)/vn?2—n
conviennent.
Les colonnes d’indices 2 & n de la matrice P sont formées de coeflicients de
a,...a,b,0,...,0 de somme nulle et de somme de carrés égale a 1.
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Exercice 84 : [énoncé]
La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable.
Apres calculs

Xa = —(X +3)(X —3)

Le sous-espace propre associé a la valeur propre 3 est le plan d’équation
r4y+z=0.

Les sous-espaces propres d’une matrice symétrique réelle étant deux a deux
orthogonaux, on peut affirmer que le sous-espace propre associé a la valeur propre
—3 est la droite z =y = 2.

On en déduit une base orthonormée de diagonalisation puis une matrice P

convenable
1/vV3 1/V2  1/V6
P=| 1/v3 -1/v2 1/V6
1/V/3 0 ~2/\/6

Exercice 85 : [énoncé]
a) La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable.
b) Apres calculs

X4 =—(X =3)(X +3)°

Le sous-espace propre associé a la valeur propre —3 est le plan d’équation
r—2y+z=0

Les sous-espaces propres d’'une matrice symétrique réelle étant deux a deux
orthogonaux, on peut affirmer que le sous-espace propre associé a la valeur propre
3 est la droite

Vect(1,—2,1)

On en déduit une base orthonormée de diagonalisation puis une matrice
orthogonale P convenable

1/v6  1/v2 1/V3
P=| —2/v6 0 1/V3
1/vV6  —1/vV2 1/V3

pour
3 0 0
D=0 -3 0

0o 0 -3

Exercice 86 : [énoncé]

A = M +*'M est diagonalisable car symétrique et ses valeurs propres sont nulles
car racines de X". On en déduit que A est semblable a la matrice nulle et donc
égale a la matrice nulle. Ainsi M est antisymétrique.

Exercice 87 : [énoncé]

Soit A € M,,(R) antisymétrique.

Si A est inversible alors det A # 0 et la relation A = —A donne

det A = (—1)"det A et donc n est pair.

Si A n’est pas inversible, en considérant une base orthonormée de R™ adaptée a
ker A, on peut écrire A =PA’P avec P € O,(R) et A" antisymétrique de la
forme A’ = ( 8 /(1),, )
rgA =rgA’ =rgA”, A est de rang pair.

avec A” antisymétrique inversible. Puisque

Exercice 88 : [énoncé]
Soit A une matrice antisymétrique réelle.
Le déterminant de A est le produit des valeurs propres complexes de A comptées
avec multiplicité. Puisque la matrice A est réelle, ses valeurs propres complexes
non réelles sont deux a deux conjuguées et forment donc un produit positif. Il
reste & étudier les valeurs propres réelles de A.
Soient A une valeur propre réelle de A et X est une colonne propre associée.
D’une part

EXAX = \N'XX

D’autre part
EXAX = " (AX) X = - \'XX

On en déduit A = 0 sachant X # 0.
Par suite le déterminant de A est positif ou nul.

Exercice 89 : [énoncé]
a) Pour tout vecteur x de F,

(@ | f(Ay 4+ pz)) = =(f(2) [ Ay + pz) = =A(f(2) | y) — u(f(z) | 2)

Ainsi
(@ | Ay + p2)) = (x| Af(y) + pnf(2))

Or ceci valant pour tout x, on peut affirmer la linéarité de f.
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b) Notons A = (a; ;) la matrice de f dans une base orthonormée (eq, ...
R™.

On aa;; = (e; | f(ej)) et Vantisymétrie de f donne alors a; ; = —a;,; d'ou
tA=—A.

c¢) D’une part *XAX = A XX et d’autre part

EXAX = —'X!PAX = —t (AX) X = -\ XX.

Puisque *X X est un réel non nul (car X # 0), on obtient A = —\ et donc A € iR.
d) Un endomorphisme antisymétrique est représenté par une matrice A
antisymétrique réelle. Celle-ci est trigonalisable dans M,,(C) et est donc
semblable dans M,,(C) a une matrice triangulaire supérieure ou figure sur la
diagonale ses valeurs propres complexes comptées avec multiplicité. Le
déterminant de f est donc le produit des valeurs propres complexes comptées avec
multiplicité de la matrice A, or cette derniere est réelle donc ses valeurs propres
complexes sont deux & deux conjuguées et de plus ses valeurs propres sont
imaginaires pures. Ainsi le déterminant de f est le produit d’éventuels 0 et de
termes ¢\ et —i\; cela donne un réel positif.

,€n) de

Exercice 90 : [énoncé]
a) Si A est valeur propre de u de vecteur propre z # 0 alors la relation
(u(z) | ) = 0 donne A ||z||> = 0 qui entraine A = 0.
Seule 0 peut étre valeur propre de u. Par suite un endomorphisme antisymétrique
est diagonalisable si, et seulement si, il est nul.
b) L’égalité (u(x+y) | +y) = 0 avec (u(z) | z) = (u(y) | y) = 0 donne le résultat.
Soient B = (ey,...,ey) une base orthonormée de E et A = (a; ;) la matrice de u
dans B. On sait que

ai; = (ei | u(e;))
donc par la relation précédente a; ; = —a;,; et la matrice A est antisymétrique.
¢) D’une part

FXAX = NXX
D’autre part

FXAX = —'X'AX = -"AX X = -\'XX

Or, en notant x1,...,x, les éléments de la colonne X, on a

XX =) |zl >0
=1

car X #0.
On en déduit A = —\ et donc A\ € R.

Exercice 91 : [énoncé]
Remarquons pour commencer que, puisque A est antisymétrique, pour toute
colonne X, on a (AX | X) =0. En effet

(AX | X) ="X"AX = —'XAX = —(X | AX) = —(AX | X)

Etablissons maintenant la propriété en raisonnant par récurrence sur n > 1.
Pour n = 1, une matrice antisymétrique est nulle et la propriété est vérifiée.
Pour n = 2, une matrice antisymétrique est de la forme

0 a

(%)
et la propriété est vérifiée.
Supposons la propriété établie jusqu’au rang n > 2.
Considérons A € M,,;1(R)
Si la matrice A est nulle alors le résultat est obtenu.
Si la matrice A n’est pas nulle alors A% non plus.
En effet ImA = (kertA)l = (ker A)" et donc ImA ¢ ker A.
Puisque *(A?) = (—A)? = A2, la matrice A2 est diagonalisable.
Soit X7 un vecteur propre unitaire de A% associé & une valeur propre A non nulle.
La colonne AX; est nécessairement non nulle car A%2X; # 0.
Posons X, une colonne unitaire colinéaire & AX;.
On peut écrire AX; = —aXs avec a € R.
Les colonnes X7 et X5 sont orthogonales en vertu de la remarque préliminaire.
De plus A2X; = AX; et A2X; = —aAX, donc AX| = —aAXs.
Ainsi AX5 est colinéaire au vecteur non nul AX; ce qui permet d’écrire
AXs =bX;.
La relation (A(Xl + XQ) | X1 + XQ) = (70,X2 + le | X1 + XQ) = 0 donne
—a+b=0et donc b = a.
Considérons alors une matrice P orthogonale dont les deux premieres colonnes
sont X et X,. Pour celle-ci, la matrice P~' AP est antisymétrique de la forme

Ma Ol,n—l _ O a
( Op_11 W ) avec M, = ( a0 >

Puisque A’ € M,,_1(R) est antisymétrique, on peut exploiter ’hypothése de
récurrence pour rendre celle-ci orthogonalement semblable & une matrice de la
forme voulue et conclure.

Récurrence établie

Exercice 92 : [énoncé]
a) A= —A donne det A = (—1)" det A donc det A = 0 si n est impair.
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b) Si A est valeur propre réelle de A alors on peut écrire AX = AX pour une
certaine colonne X non nulle . On a alors X AX = A*X X mais aussi

EXAX = —'(AX)X = -\’ X X. On en déduit que la seule valeur propre réelle de
A possible est la valeur nulle.

Par l’absurde, si det A < 0 alors le théoréme des valeurs intermédiaires assure que
le polynoéme caractéristique de A s’annule ailleurs qu’en 0. C’est contraire a
I'affirmation qui précede.

Ainsi det A > 0 avec inégalité stricte si, et seulement si, A est inversible.

Exercice 93 : [énoncé]
Soit Y € ker ANImA. On peut écrire Y = AX pour une certaine colonne X.
On a

YY = (AX)Y = —'XAY =0

et donc Y = 0.
En sus,
rgA +dimker A =n

et donc les espaces ImA et ker A sont supplémentaires.
Puisque 'espace ImA est évidemment stable, on obtient que la matrice A est
semblable & une matrice de la forme

(v o)

Le rang de la matrice A est égale par similitude au rang de la matrice C' mais aussi
par construction a la taille de C. On en déduit que la matrice C' est inversible.
Enfin, si A est valeur propre réelle de A de vecteur propre X # 0 on a

EXAX = AX et 'XAX = ~"(AX)X = —\'XX

On en déduit que seule 0 peut étre valeur propre réelle de A. La matrice C' n’a
donc pas d’autre valeur propre que 0, or elle est inversible, elle n’admet donc pas
de valeur propre. Elle est alors nécessairement de taille paire.

Exercice 94 : [énoncé]
a) On a
(@ | f(x) = —(z | f(z))
donc z et f(z) sont orthogonaux et ce, quel que soit x dans E.
b) Pour tout xz,y € E

(s(z) [y) = = (f(=) | f(y)) = (= [ s(y))

et donc 'endomorphisme s est symétrique.
¢) Ici z € V,\ {0} donc s(x) = az puis

(s(z) | 2) = (az | 2) = a|jz|*
On a aussi comme vu ci-dessus
(s(@) | 2) = = (f(2) | f(x)) = — || f ()]

Puisque = # 0g et f(x) # 0g (car f est bijective), on en déduit a < 0.

d) Puisque f(z) € F et f(f(z)) = s(z) = ax € F, on peut assurer que F' est
stable par f.

Pour y € F+, on a

(f@)|2)==(y| f(z)) =0et (f(y) [ f(2)) == (y|s(z)) =—aly|z)=0

et donc f(y) € F+. L’espace F'* est donc aussi stable par f.

Posons 1
=" etv= —f(u) avec b=+/—a
] b
La famille (u,v) est une base orthonormée de F' notamment car
1 1 a
lo]|* = p FW) [ f(w) = =33 (u]s(w)) = —45 lu® =1
Puisque
1 a
flu)=bvet fv) = gs(x) =3e= —bx

la matrice de "endomorphisme induit par f sur F' dans la base orthonormée (u,v)

est
0 -b
b 0

e) Par les outils qui précédent, on parvient par récurrence, & décomposer ’espace
FE en somme directe orthogonale de plans stables par f, I'espace E est donc de
dimension paire.

Exercice 95 : [énoncé]
a) Pour tout vecteur z de F,

(@ | f(Ay 4+ p2)) = =(f(2) [ Ay + pz) = =A(f(2) | y) — u(f(z) | 2)

Ainsi
(@] f(Ay + p2)) = (= | Af(y) + pnf(2))
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Or ceci valant pour tout z, on peut affirmer

FQy +pz) = Af(y) + nf(z)

(par exemple, parce que le vecteur différence est orthogonal a tout vecteur de F et
donc nul)

L’application f est donc linéaire.

Notons A = (a; ;) la matrice de f dans la base canonique (eq,...,e,) de R™.
Puisque a; ; correspond a la i-éme coordonnée de I'image du j-éme vecteur, on a

aij = (e | f(ej))
car la base canonique est orthonormée. L’antisymétrie de f donne alors
Qij = —0jq

et la matrice A est donc antisymétrique.

b) Les endomorphismes antisymétriques sont, par représentation matricielle, en
correspondance avec les matrices antisymétriques. L’ensemble des matrices
antisymétriques est un sous-espace vectoriel de dimension n(n — 1)/2, done, par
I'isomorphisme de représentation matricielle, ’ensemble des endomorphismes
antisymétriques est un sous-espace vectoriel de dimension

n(n —1)
2

Exercice 96 : [énoncé]

a) A% = Oy. Seule 0 est valeur propre de A et si A est diagonalisable alors

A = O4. Ce n’est visiblement pas le cas. ..

b) La matrice A est antisymétrique complexe mais pas diagonalisable. C’est donc
un contre-exemple.

Il est en revanche remarquable que les matrices antisymétriques réelles sont
diagonalisables (dans C).

Exercice 97 : [énoncé]
a) Pour tout z,y € E,

n

> (el 2)(en | y) =

k=1

(f(z) ly) = (x| f(y))

donc I’endomorphisme f est symétrique.

De plus, soit A une valeur propre de f de vecteur propre associé x .
n
ANz | z) = Z er | x)
k=1

De plus, si (f(x) | ) = 0 alors

Vi<k<n,(ex|z)=0
et donc x € Vect(ey,...,e,)" = {0g}.
Ainsi
Az |z)>0
et donc A > 0.

b) Il existe une base orthonormale (g1, . ..
est de la forme

,€n) de E dans laquelle la matrice de f

Al (0)

© A

Les \; étant les valeurs propres de f, ce sont des réels strictement positifs.
L’endomorphisme g représenté dans cette base par la matrice ci-dessous est alors

solution
1/vVA1 (0)

(0) 1\
c) Introduisons les vecteurs u; tels que f(u;) = e;. Puisque I'endomorphisme g est
symétrique

(9(ei) | g(ey)) = (ei | g%(e5)) = (e | [ (e5)) = (ei | wy)
Or f(uj) = e; donne
Z (er | uj)er = e
k=1
et puisque la famille (eq,...,e,) est libre, on peut affirmer en identifiant les

scalaires
V1<k<n,(e|uj) =0k
On en déduit
(g9(ei) | g(ej)) = (ei [ u;) = biy
Enfin, un argument de dimension assure que la famille (g(e;), ...
évidemment une base.

;g(en)) est
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Exercice 98 : [énoncé]

a) Existence :

L’endomorphisme u est symétrique donc diagonalisable en base orthonormée. Soit
B une telle base et

A (0)
D = Matp(u) =
(0) An

Considérons alors v ’endomorphisme de E déterminé par

2N (0)
Matg(v) = .
(0) S n

L’endomorphisme v est symétrique car représenté par une matrice symétrique en
base orthonormée.

L’endomorphisme v vérifie par construction v = u : il est solution.

Unicité :

Soit v un endomorphisme symétrique solution. I.’endomorphisme v commute avec
u, les sous-espaces propres de u sont donc stables par v. Soit Ey(u) un tel
sous-espace propre. L’endomorphisme induit par v sur ce sous-espace propre est
diagonalisable, considérons une base B de diagonalisation. La matrice de
I’endomorphisme induit par v dans cette base B est diagonale et sa puissance p
-ieme est égale a AId car vP = u. On en déduit que ’endomorphisme induit par v
sur l'espace F)(u) n’est autre que {/Ald. Ceci détermine entiérement v sur chaque
sous-espace propre de u. Or ces derniers forment une décomposition en somme
directe de F, I’endomorphisme v est donc entierement déterminé.

b) Si p est pair et que u posséde une valeur propre négative, I’endomorphisme v
n’existe pas.

¢) Si p est pair et u positif alors on peut & nouveau établir I'existence mais
I'unicité n’est plus vraie car on peut changer les signes des valeurs propres de v
tout en conservant la propriété vP = w.

d) On retrouve existence et unicité en adaptant la démonstration qui précede.

Exercice 99 : [énoncé]
a) Soit B une base orthonormale diagonalisant v

M (0)
Matp(v) = avec A\ > 0

©

L’endomorphisme s déterminé par

VAL (0)
Matg(s) =
(0) Vn

vérifie s2 = v et puisque sa matrice dans une base orthonormale est symétrique,
c’est endomorphisme symétrique.
b) On a

-1 -1 -1

(% ou=sS:s oS !

ou=s"_ o(silouosfl)os

1

Considérons I’endomorphisme w = s ' ouos™!. Pour z,y € E,

(w(z) | y) = (u(s~' (@) [ s7 () = (= | w(y))

L’endomorphisme w est symétrique donc diagonalisable.
L’endomorphisme semblable s~! o w o s est aussi diagonalisable.

Exercice 100 : [énoncé]

a) u est diagonalisable de valeurs propres A1,..., A\, positives. F est la somme
directe orthogonale des sous-espaces propres Ey,,..., Ey, , notons pi,...,p, les
projecteurs orthogonaux associés a cette décomposition.
Onawu=Api+- -+ Apretenposant v =+vAipi + -+ VApr,onav?:=u
avec v endomorphisme symétrique a valeurs propres positives. On peut aussi
proposer une résolution matricielle via représentation dans une base orthonormée
b) Soit v solution. Pour tout A € Sp(u), F' = Ex(u) est stable par v car u et v
commutent. vy € ST(F) et v% = Mdp donc via diagonalisation de vp, on obtient
vp = VAldp. Ceci détermine v de maniére unique sur chaque sous-espace propre
de u et puisque ceux-ci sont en somme directe égale a F, on peut conclure a
I'unicité de v.

Exercice 101 : [énoncé]
Puisque les valeurs propres de u sont strictement positives, on montre par
orthodiagonalisation

Ve € E\{0g}, (u(z),z) >0

Soit x € E.
Si x = O, I'inégalité demandée est évidente et c’est méme une égalité.
Si x # O, considérons A € R. On a

(u(z+ ) |z+ M z)) >0
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donc en développant
AN (z,u (@) +2X (2| ) + (u(z),z) >0
Or (z,u™!(z)) = (u(u(z)),u"*(x)) > 0, par suite, le discriminant
A=d el — 4 ue),@) (= (@), 2)

est négatif ou nul car sinon le trindme en A précédent posséderait deux racines et
ne serait donc pas de signe constant.

On en déduit I'inégalité proposée.

De plus, il y a égalité si, et seulement si, il existe A € R vérifiant

x4+ Mu~1(z) = 0p i.e. si, et seulement si, z est vecteur propre de wu.

Exercice 102 : [énoncé]

La matrice M est symétrique réelle et donc diagonalisable.

Soit A une valeur propre de M de colonne propre associé¢ X =t ( r Yy z )
On a

EXMX = NMXX =\ X

et
CXMX = ||lz.a+yb+zc>>0

Par conséquent A > 0 et det M > 0 car det M est le produit des valeurs propres
comptées avec multiplicité.

En fait, si P est la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs
a, b, c dans une base orthonormale, on observe que M = *PP ce qui permet de
retrouver les résultats précédents.

Exercice 103 : [énoncé]

On peut écrire A ='PDP avec P € O,(R) et D = diag(A1,...,\n), Ax = 0.
On a alors

IXAX =Y DY avec Y = PX
et alors

'YDY =) Ny >0

i=1

Exercice 104 : [énoncé]
(=) Supposons
VX € M, 1(R),"XAX >0

Pour X vecteur propre associé a la valeur propre A, on obtient
EXAX = XXX avec ' XX >0

et donc A > 0.

(<) Supposons SpA C RT.

Par le théoréme spectral, on peut écrire A = PD'P avec P € O,(R) et D
diagonale. De plus, les coefficients diagonaux de D sont les valeurs propres
M, ..., M € RT de A. Pour toute colonne X, on a alors

EXAX ='YDY avec Y = 'PX
puis

IXAX =) Myl >0
i=1

Exercice 105 : [énoncé]

a) Puisque A est symétrique réelle, A est orthogonalement diagonalisable et donc
il existe P € O,,(R), vérifiant A = PDP~! avec D = diag(\1,..., ), Ai = 0.
Posons alors B = PAP~! avec A = diag(v/A1,...,vA,). On vérifie B2 = A et
‘B = B (car tP = P~1) et les valeurs propres de B sont évidemment positives.

b) Pour A > 0,
X2—A:<X—ﬁ) (X+ﬁ)

avec X — VX et X 4+ /X premier entre eux. Par le lemme de décomposition des
noyaux

ker(A — AI,,) = ker(B — VAL,) @ ker(B + VAL,)
or ker(B +v/AI,,) = {0} car les valeurs propres de B sont positives et donc
ker(A — AI,,) = ker(B — VAIL,)

c) Il est immédiat que ker B C ker B? = ker A.

Inversement, soit X € ker A = ker B? = ker*BB. On a *BBX = 0 donc
tX'BBX =0 iec. |BX|*=0.

On en déduit X € ker B et donc ker A = ker B

d) Soit X € M,, 1(R). Puisque A est diagonalisable, on peut écrire

X = > X,avec X, € ker(4A — AL,)
AESpA
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Puisque ker(A — \I,,) = ker(B — v/AI,,), on a alors
BX= Y BX)= Y VX,

\eSpB AESPB

ce qui détermine B de fagon unique.

Exercice 106 : [énoncé]

a) Puisque A est symétrique réelle, A est orthogonalement diagonalisable et donc
il existe P € O, (R), vérifiant A = PDP~! avec D = diag(A1,...,\n), A; = 0.
Posons alors B = PAP~! avec A = diag(v/A1, ..., VAn). On vérifie B2 = A et
‘B = B (car 'P = P~1) et les valeurs propres de B sont évidemment positives.
b) Soit X € ker(B —v/\I,,), BX = vAX donc AX = B2X = \X puis

X € ker(A — A,).

Puisque A est diagonalisable,

Mp1(R)= & ker(A—A,)
AeSpA
Puisque B est diagonalisable,
Mp1(R)= & ker(B— ul,)
neESpB

Or les valeurs propres de B sont positives et leurs carrés sont valeurs propres de A
donc

SpB C {\f)\/)\ € SpA}
Ceci permet d’écrire

@® ker(B —VAIL,)
AESPA

M1 (R) =

quitte a introduire quelques espaces nuls.
On en déduit

dim M, 1(R) = Y dimker(B—VAL) = > dimker(A - AL,) (1)

AeSpA AESPA
Or l'inclusion ker(B — v/AI,,) C ker(A — \I,,) donne
dimker(B — V/AI,,) < dimker(A — AL,) (2)
L’égalité (1) et la majoration (2) donne alors

dimker(B — V/AI,) = dimker(A — AI,,)

pour tout A € SpA.
Par inclusion et égalité des dimensions

ker(B — VAIL,) = ker(A — \,,)
c¢) Soit X € M, 1(R). Puisque A est diagonalisable, on peut écrire

X = > X,avec X, € ker(A — AL,)
AESPA

Puisque ker(A — A\I,,) = ker(B — v/AI,,), on a alors

BX= Y BX),= Y VX,

AeSpB AeSpB

ce qui détermine B de fagon unique.

Exercice 107 : [énoncé]

a) Il existe P € O, (R), vérifiant S = PDP~1 avec D = diag(\1,...,\n), Ai = 0.
Considérons alors un polynéme II, construit par interpolation de Lagrange
vérifiant

Vléign,w()\i)Z\/)\»i

Posons ensuite A = TI(S). A est un polynéme en S, A est symétrique réelle et

V)

Les valeurs propres de A sont positives donc A € S;7 (R). Enfin, puisque

P7'AP = P7TI(S)P = TI(D) = diag(\/ A1, . -

P7'A?P = diag(\1,...,\,) = D

onaA?=S5.

b) Soit B € S;F(R) vérifiant B> = S. On a BS = 5% = SB donc B commute avec
S et donc avec A qui est un polynéme en S. Puisque A et B sont diagonalisables
et qu’elle commutent toutes deux, elles sont codiagonalisables. Ainsi, il existe une
matrice de passage @ € GL, (R) vérifiant

QAQ = diag(v/A1, ...,/ An) et Q' BQ = diag(ps, .- . pin)

Or A? = S = B? donc p? = \; puis u; = V/A; car p; > 0.
Finalement A = B
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Exercice 108 : [énoncé]

Existence : Il existe U € O,,(R) et D diagonale positive telle que ‘U AU = D. Soit
A la matrice diagonale dont les coefficients sont les racines carrée des coefficients
de D. A est diagonale positive et A? = D.

Pour B =UA!U, on a B € S (R) et B2 = A donc B solution.

Unicité : Supposons B solution et introduisons un espace vectoriel euclidien £ de
dimension n et u,v € L(E) représentés par A et B dans une base orthonormée.
Avec des notations immédiates E\(v) C Ey2(u), or E = )\GG%Jr Ey\(v) et

E= @ E):(u)donc dim F)(v) = dim Ey2(u) puis E)(v) = Ex2(u). Ceci
AERT

détermine entiérement v et permet de conclure a 'unicité de B.

Exercice 109 : [énoncé]
Si A =!'MM alors pour toute colonne X

EXAX = (MX)MX >0

et donc SpA C RT.

Inversement, pour A € S, (R) telle que Sp(A4) C R, il existe P € O, (R) telle que
P7AP = D avec D = diag(\1,...,\,) et A\; > 0.
Posons alors M = PAP~! avec A = diag(v/A1, ..
M? = A ce qui fournit A =*MM.

S VAn). Ona M € S, (R) et

Exercice 110 : [énoncé]
Si A est diagonale égale a diag(A1,...,A,) avec A; € RT alors

tI‘(AU) = Z )\iui,i
=1

Or les coefficients d’une matrice orthogonale appartiennent a [—1, 1] donc

n

tr(AU) < YA = tr(A)

i=1

Plus généralement, si A est symétrique réelle a valeurs propres positives, on peut
écrire A =V DV avec V orthogonale et D = diag(\1,...,A,) ot A\; € RT. On a
alors

tr(AU) = tr (‘"VDVU) = tr(DW)

avec W = VUV orthogonale. On a alors
tr(AU) < trD =trd
L’étude de tr(UA) est analogue.

Exercice 111 : [énoncé]
Le produit scalaire canonique sur M, (R) est donné par

(A| B) = tr(*AB)

a) L’espace solution est S, (R). En effet, les espaces S, (R) et A, (R) sont
orthogonaux car pour (A, B) € S,,(R) x A,(R) on a

(A| B) =tr ("AB) = tr (AB) = tr(BA)
et
(A|B)=(B|A)=tr("BA) = —tr(BA)

donc (A | B) =0.
Les espaces étant orthogonaux, ils sont donc en somme directe. Puisque de plus on
peut écrire n’importe quelle matrice M € M, (R) sous la forme M = A+ B avec

M+tM

M—-tM

4 2

S.(R) et B = € A, (R)

les espaces S, (R) et A, (R) sont supplémentaires orthogonaux et donc chacun est
I’orthogonale de I'autre.

car ces espaces sont évidemment orthogonaux et supplémentaires.

b) On a
Pexp(xB) exp(xB) = exp(*(xB)) exp(xB) = exp(—xB) exp(zB)
Or —zB et B commutent donc
L exp(xB) exp(xB) = exp(—2B + xB) = exp(0) = I,

¢) La fonction dérivable f : z — tr(Aexp(xB)) admet un maximum en 0 donc
f/(0) = 0 ce qui donne tr(AB) = 0 pour tout B € A, (R). Ainsi A est une matrice
symétrique car dans I’orthogonal de I’espace des matrices antisymétrique.
Par le théoréme spectrale, on peut écrire A = PDP avec D = diag(\g, ...
P e O,(R).

Posons V' = diag(e1,...,en) avec g; = £1 et g;A; = |Aq].

Considérons alors U = PV'P € O, (R).

,An) et

tr(AU) = tr(APV'P) = tr(" PAPV) = tr(DV) = [A1| + - - - + [ An]

et
tr(A) =X + -+ Ay

La propriété tr(AU) < trA entraine \; > 0 pour tout .
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La matrice A est alors symétrique positive.

d) Supposons A € S;(R). On peut écrire A =*PDP avec D = diag(A1,...,\n),
Ai = 0et P e O,(R). Pour tout U € O, (R), tr(AU) = tr(DV) avec

V = (’Ui’j) =tPUP € On(R)

On a alors

tr(DV) = i Aivii < En: Ai = tr(A)
i=1 i=1

car v;; < 1.
e) L’application réelle f : V — tr(MV) est continue sur le compact O, (R), elle y
admet donc un maximum en un certain U € O,(R). On a alors pour tout
V € On(R),
tr(MV) < tr(MU)

Posons alors A = MU. Pour tout W € O, (R),
tr(AW) < trA

donc A € §;F(R) et ainsi M = AUt avec A € S;F(R) et UL € O,(R).

Exercice 112 : [énoncé]
a) Soit M € S,. La matrice M est diagonalisable de valeurs propres
A,...,Ap =0avec \;...\, > aetona
trM = A + -+ - + \y,. Par I'inégalité arithmético-géométrique
A+ A
AT T S YA
n
et donc
tr(M) > nal/™
avec égalité si M = a/"I, € S,.

b) Par orthodiagonalisation de la matrice A, on peut écrire

A =QA'Q avec A = diag(\1,...,\,) et Q € O, (R)

Les valeurs propres de A étant positives, on peut poser
P =diag(v/ A1, ..., VAn)!Q et vérifier A ="tPP.
¢) On peut écrire
tr(AM) = tr(*PPM) = tr(PM"'P)
avec PM*P matrice symétrique de déterminant det M x det A > ardet(A).
Par I’étude qui précede avec o’ = avdet A, on obtient

tr(AM) > n(adet A)/™

Cependant, lorsque M parcourt S,, on n’est pas assuré que PM?P parcourt
I'intégralité S,.. Cela est néanmoins le cas lorsque la matrice A est inversible car
alors la matrice P l'est aussi. L’inégalité précédente est alors une égalité pour

M = (adet A)Y/m A~

Lorsque la matrice A n’est pas inversible, c’est qu’au moins 'une de ses valeurs
propres est nulle. Sans perte de généralité, supposons que ce soit la premier de la
séquence A, ..., A,

A= QA'Q avec A = diag(0, A2, ..., \n), Aay.. s Ay =0

Considérons alors pour € > 0
M, = Qdiag(ae~ Y e, ... e)'Q
La matrice M, est élément de S, et
tr(AM:) = (n — 1)e
Ceci valant pour tout € > 0, on obtient

1 e e 1/’!L
Mlg% tr(AM) = 0 = n(adet(A))
d) Soit M € S;F(R) telle que det(M) > 0. Via diagonalisation de M avec des
valeurs propres positives, on peut affirmer 5 = det(M + AI,,) > 0 pour tout A > 0.
Par ce qui précede,
tr(A(M + M,,)) = n(Bdet(A))/™

Par continuité, quand A — 0T, on obtient
tr(AM) >0

et, bien évidemment, il y a égalité si M = O,,.

Le résultat est donc encore vrai si a = 0.

d) Le résultat n’a plus de sens si A est symétrique réelle de déterminant négatif
avec n pair.

Exercice 113 : [énoncé]
Cas A diagonale :
On écrit A = diag(A1, ..., ) avec A1,..., A\, € RT. On a

AB+ BA = ((Ai + Xj)bi ;)

1<i,5<n
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et donc car A > 0. Or
V1<, 5 <n, (N4 X)bij=0 ker(S + VAL, = {0}
Si A; # 0 alors A\; + A; > 0 et donc b; ; = 0 puis \;b; ; = 0. car SpS C RT™. Ainsi pour tout A € Sp(*4A4),
Sinon, on a encore A;b; ; = 0. .
Ainsi AB = 0 puis aussi BA = 0. ker("AA — Al) = ker(S — Al)

Cas général :

Par le théoréme spectral, on peut écrire A = PDP~! avec D diagonale &
coeﬁimepts diagonaux positifs et P € O, (R). B Mpr(R)= @  ker(*fAA— AL)
La relation AB + BA = 0 donne alors DM + M D = 0 avec M = P~ BP. Comme AESP(tAA)

au dessus, on obtient DM = 0 puis

ce qui suffit a établir I'unicité de S car

AB=PDP'PMP'=0

Exercice 114 : [énoncé]
a) La matrice 'AA est évidemment symétrique.
Pour X valeur propre de tAA et X vecteur propre associé, on a

EXTAAX = H(AX)AX = ||AX]]?

et
EXTAAX = XXX = )| X
Ainsi )
_ JAX]|
- 2
X1l

car A est inversible.
b) Par le théoréme spectral, il existe P € O, (R) tel que
tPYAAP = diag(\1, ..., ) avec \; > 0.

La matrice
S ='Pdiag(\/ A1, ..., VAn)P

est alors solution.
c) Posons O = AS™1. Ona A =0S et OO0 =S~ AAS~! = I, donc O € O,,(R)
et A=0S5.
d) Si A= 0S8 alors S? = tAA.
Pour \ € Sp(*AA),
ker(*fAA — \I,,) = ker(S? — AI,,)

Or par le lemme de décomposition des noyaux,

ker(S? — \I,,) = ker(S — VAL,) @ ker(S + VAIL,)
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